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Funksional ketma-ketliklar va gatorlarning tekis
yaqginlashishi. Koshi kriteriysi
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Mirzo Ulug‘bek nomidagi O°zbekiston Milliy universiteti

Annotatsiya: Ushbu magolada Oliy matematikaning gizigarli mavzularidan biri
bo’lgan Funksional ketma-ketliklar va gatorlarning tekis yaginlashishi hamda Koshi
kriteriysi haqida ma’lumotlar keltirildi va quyidagi muammolar xal etildi. Funksional
ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Funksional ketma-ketlikning tekis
yaqginlashuvchiligi. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Funksional gatorning tekis yaginlashuvchiligi. Bu hollarda qo’yilgan masalalarni
yechishda quyida biz o’rganadigan qatorlar nazariyasi katta ahamiyatga ega.

Kalit so’zlar: Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Funksional qatorning tekis yaginlashuvchiligi, funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish to’plami.
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Abstract: In this article, one of the interesting topics of Higher Mathematics,
information about functional sequences and smooth convergence of series and the
Cauchy criterion was presented, and the following problems were solved. Concepts
of functional sequence and limit function. Smooth approximation of a functional
sequence. Properties of linearly converging functional sequences. Smooth
approximation of a functional series. The theory of series, which we will study
below, is of great importance in solving the problems posed in these cases.

Keywords: Properties of a smooth converging functional sequence.
Convergence of a functional series, set of convergence of a functional sequence.

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funkstiya tushunchalari. Aytaylik, har bir

natural N songa E © R to’plamda aniqlangan bitta o (X) funkstiyani mos qo’yuvchi
qoida berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ko’ra
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00, (¢ o s Fo (%), 1)

to’plam hosil bo’ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyi-ladi. E to’plam (1)
funksional ketma-ketlikning aniqlanish to’plami deyiladi.

Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning M-hadi yordamida {fn(¥)} yoki
f1(X) kabi belgilanadi. Masalan,

n+l 2 3 n+l
f"(x)_n+x2 T4+xP T 2+x2 7 n+xt
f (x)=sin :sin—,sin—,...,sin— ...
n 1 2 n

lar funksional ketma-ketliklar bo’ladi va ularning aniqlanish to’plami mos
ravishda
E=R , E=[0,+x)

X=X, €E

bo’ladi. Ravshanki, X o’zgaruvchining biror tayinlangan giymatida

ushbu
06 Fu(o ) £506 ) (0 )
sonlar ketma-ketligiga ega bo’lamiz.

1-ta’rif. Agar {fa(%)j sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo’lsa, )} funksional  ketma-ketlik ~ X=>o nugtada  yaginlashuvchi

(uzoglashuvchi) deyiladi. %o nugta esa bu funksional ketma-ketlikning yaginlashish
(uzoglashish) nugtasi deyiladi.
2-ta’rif. {f. ()} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish nuqtalarida

iborat Fo = E to’plam, {fa ()} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to’plami
deyiladi.
Masalan, ushbu

f(x)=x":xx%x3,...,x",...

funksional ketma-ketlik aniqlashish to’plami E=R bo’lib, u VX€ (-11]
nugtada yaginlashuvchi, X< R\(_ll] da uzoglashuvchi bo’ladi. Demak, ketma-
ketlikning yaqinlashish to’plami Eo = (_ 1’1] bo’ladi.

Faraz qilaylik, {fa ()} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to’plami
EO(EO < R) bo’lsin. Ravshanki, bu holda har bir X € Eo da

f(x), T, (X), ey T (X),e..

ketma-ketlik yaqginlashuvchi, ya’ni
lim f,(x)

nN—o0
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| o oxeE Nimf(x)
mavjud bo’ladi. Endi har bir ga n—ox ni mos qo’ysak, ushbu
fix— lim f,(x)
N—o0

funkstiya hosil bo’ladi. Bu f(x) funkstiya a0 funksional ketma-ketlikning
limit funkstiyasi deyiladi:

lim f,(x)= f () (ero)_

N—o0

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy € >0 son va har bir X € Eo uchun
shunday natural Mo = Ny (£,X) son topiladiki, ixtiyoriy 7~ "o da

f(x)—f(x)<e |

ya’ni
Ve>0 ,3n =ny(e,x)eN , vn>n, :[f,(x)- f(x)<e
bo’ladi.
1-misol. Ushbu
f.(x)= nsin%

funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi topilsin.

Berilgan funksional ketma-ketlik E:[O'JFOO) da aniglangan. Uning limit
funkstiyasi

Jx Sin—x
f(x)=lim f, (x)=limnsin>= = lim—-" . J/x =/x
n—o n—o n n—o \/;
n
bo’ladi. Demak, funksional ketma-ketlik E= [0+°O) da yaginlashuvchi va
lim nsinﬂzﬁ
N—o0 n
2-misol. Ushbu
fn (X): X"

funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi topilsin.
Bu funksional ketma-ketlik E =R da aniglangan. Ravshanki

wxe (L o) 4 lim f, (x)=limx" = +o0 ,

a nN—x© N—00

Vxe(-11) da rlll_[g fn(X):rllLrgx" :0,

X=1da rlllj.l f“(x):,!'ﬂ.llzl
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Vxe(-0-1) ga o fax) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik Eo =(-11] yaginla-shuvchi bo’lib,

uning limit funkstiyasi
f ()= limx" :{O , arap —1<x<1 (US}”IJIca,
n—>o0 1 , arap Xx=1 oynca
bo’ladi.
3-misol. Ushbu
£,(x)=n[¥/x —"¥x) (x>0)

funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi topilsin.
Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi quyidagicha topiladi:

f (x)=lim(f, (x))= limn2(¥x —"¥x)= lim nz[xi _ X,il] _

N—o0 N—o0 N—o0

1

i E_i n2 i Xn2+n _1
=limn?x™| xn ™1 1 |=lim XM= =Inx,

n—>»n® 4N 1
n?+n

N—o0 2

20, Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuv-chiligi. Faraz gilaylik, {fa (X))
fl(X) ' fZ(X)l"'l fn(X),
funksional ketma-ketlik = to’plamda yaqinlashuvchi (ya’ni yaqinlashish

to’plami EO) bo’lib, uning limit funkstiyasi f (X) bo’lsin:
lim f,(x)= f (x)

n—oo

Ma’lumki, bu munosabat
Ve>0, 3ny =ny(e,x)e N, vn>ny: [f,(x)- f(x)<e

bo’lishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yuqoridagi natural Mo son

xekE

ixtiyoriy olingan €>0 son bilan birga garalayotgan 0 nugtaga ham bobhliq

bo’ladi (chunki, xeky ning turli giymatlarida ularga mos ketma-ketlik, umuman
aytganda turlicha bo’ladi).
3-ta’rif. Agar Y€>0 son olinganda ham shu €>0 gagina bohliq bo’lgan

vn>n X€Eq g4q

natural Mo =M% () son topilsaki, o va ixtiyoriy
. (0)-f(x)<e

tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ve>0, 3ng=ny(e)eN, ¥Yn>n,, vxeEy: [f (x)- f(x)<e
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bo’lsa, () funksional ketma-ketlik Eo to’plamda f(x) ga tekis
yaginlashadi (funksional ketma-ketlik Eo to’plamda tekis yaqinlashuvchi) deyiladi.

Shunday gilib, (fn()} funksional ketma-ketlik Eo to’plamda () limit
funkstiyaga ega bo’lsa, uning shu limit funkstiyasiga yaqinalishish ikki xil bo’lar
ekan:

1) ¥£>0, 3ng =ny(e,x)eN ,vn>n,: [f,(x)- f(x)<e

bo’lsa, 1)} funksional ketma-ketlik Eo da f(X) ga yaginlashadi (oddiy
yaginlashadi). Bu holda
f.(x)—> f(x) (xeE,)
kabi belgilanadi.
g) V& >0, 3ng =ny(e)eN, vn>n,, VxeE, : [f,(x)- f(x)<e
bo’lsa, {fa(¥)} funksional ketma-ketlik Eo da (%) ga tekis yaginlashadi. Bu
holda
£, (05 (x) (xeE,)
kabi belgilanadi.
Ravshanki, {fn(x)} funksional ketma-ketlik Eo to’plamda f(x) funkstiyaga
tekis yaqinlashsa u shu to’plamda f (X) ga yaqginlashadi:
f(xX)2f(x) = f,(x)> f(x) (xeE,)
Aytaylik,
fa ()3 f (%) (xeEp)
bo’Isin . Bu holda YN > Mo va VX< Eq gq
. (x)- f(x)<e yani | (X)—e< f,(x)< f(X)+¢
bo’ladi. Bu esa {f. ()} funksional ketama-ketlikning biror hadidan boshlab,

keyingi barcha hadlari f(x) funkstiyaning "¢ -oralihi"da butunlay joylashishini
bildiradi (29-chizma)

29-chizma
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4-misol. Ushbu
sinnx
0=
funksional ketma-ketlikning R da tekis yaqinlashuvchiligi ko rsatilsin.
Ravshanki,
lim . (x)=1im>2™ g
n—o n—owo N

Demak, limit funkstiya | (X)=0 |

1
L
Agar V& >0 son olinganda ¢ deyilsa, unda V"> Mo va ¥x€R ychun
£, (x)= £ (x) = smnx_o‘: sinny| _1_ 1
n n nyg+1

bo’lishini topamiz. Demak ta’rifga binoan
sinnx
n

-0
bo’ladi.

Faraz gilaylik, (7n(X)} funksional ketma-ketlik Eo to’plamda T () limit
funkstiyaga ega bo’lsin.

1-teorema. {fa ()} funksional ketma-ketlik Eo to’plamda f(x) funkstiyaga
tekis yaqilashishi uchun
limsup|f,(x)— f(x}=0
N—=% xeE,
bo’lishi zarur va etarli.
Zarurligi. Aytaylik,

f (x5 (x) (xeE)
bo’lsin. Ta’rifga binoan

Ve>0, 3ny =ng(e)e N, Yn>ny, VxeE, : |, (x)- f(x)<e

bo’ladi. Bu tengsizlikdan
sup|f,(x)— f (x)<e

Xe EO

bo’lib, undan
limsup|f,(x)— f (x}=0

nN—oo XEEO
bo’lishi kelib chigadi.
Etarliligi. Aytaylik
limsup| f,(x)— f(x)=0

N—o0 Xe EO
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bo’lsin. Limit ta’rifga ko’ra
Ve>0,3ngeN vVn>ny,:Supf,(x)- f(x)<e

Xe EO

bo’ladi. Ravshanki

Xe EO

‘ 1;n (X)_ f (X)( < Sup‘ fn(x)_ f (X)‘

U holda Y*€Eo  ychun
f,(x)- f(x)<e

bo’ladi. Bundan

fo(x) 3 f(x) (xeEy)
bo’lishi kelib chigadi.
5-misol. Ushbu
fo(x)=[x*+ iz
n

funksional ketama-ketlikning Eo =R da tekis yaginlashuv-chiligi ko’rsatilsin.
Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi

f(x):rl]i_)rg fn(x)zrlli_)rg /x2+ni2:\x\ (xeR)

sup| fo (x)— £ (x)]

bo’ladi. Endi

ni topamiz:
1
Sup /x2+i2—\x\ = Sup n’ :Supiz. 1 _1
XeR n XeR 2 1 xeR N 2 1 n
[ X +2+‘X‘J [/x +nz+\x\j
n
Demak,
IimSup{ /x2+i2—\x\ :IimE:O
N—=% yeR n n—»N
bo’lib,
x2+%j\x\ (xeR)
n
bo’ladi.

Eslatma. Agar Fa ()} funksional ketma-ketligi uchun E <R to’plamda
limsup|f,(x)— f (x)=0

N0 yE
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bo’lsa, {fa (X)) funksional ketma-ketlik E da tekis yanigla-shishi shart emas.

Endi funksional ketma-ketlikning limit funkstiyaga ega bo’lishi va unga tekis
yahinlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz:

2-teorema (Koshi teoremasi). {fa ()} funksional ketma-ketlik E to’plamda
limit funkstiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaginlashishi uchun V&>0 son

olinganda ham shunday "o = Mo(e) N topilib, VN> Mo, VPEN 3 VX eE da
| fop (¥)= fo(x) <&

ya’'ni
Ve>0,3n,=ny(e)eN, vn>n,, VpeN , VXeE 4,

[ frp(¥)— fo(x) <& )

bo’lishi zarur va etarli.
Zarurligi. Aytaylik, E to’plamda {fn(x)} funksional ketma-ketlik limit
funkstiya f(x) ga ega bo’lib, unga tekis yaqinlashsin:
f.x) 3 f(x).  (xeE)
Tekis yaqinlashish ta’rifiga ko’ra

Ve>0, In,=n,lg)e N, Vk>n,, VxeE:|f (x)- f(x <&
0 ="o(?) ° )= ) 2 bo’ladi. Xususan,
k=n, n>ny s k=n+p, peN 4,

£, (x)— f(x) < %
tengsizliklar bajarilib, ulardan

oo ()= £ (x) = | o, p () = £ () = (£, (x) = f (x)) <

E &
<[fop ()= £ (x) +] f, (x)=(x) < St5=E
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, (2) shart o’rinli.

frvp (X)— F(x) <g

Etarliligi. {fn(x)} funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarilsin. Uni
quyidagicha yozamiz:
Ve>0, 3n, =ny()eN, vn>n,, VpeN, VxeE 4,

frep(X)— fn(x)( <g

3)
bo’ladi.
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Ravshanki, tayin *o € E da {fn(xo)} sonlar ketma-ketligi uchun (3) shartning
bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi. Koshi

teoremasiga ko’ra {fn (X )} yaqinlashuvchi bo’ladi. Binobarin, chekli

i)

limit mavjud.
Modomiki, har bir X€E da (4) limit mavjud bo’lar ekan, unda avval
ayganimizdek, E to’plamda aniglangan
x — lim f,(x) (xeE)

N—o0

funkstiya hosil bo’ladi Uni | (X) bilan belgilaymiz. Bu funkstiya ()}
funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi bo’ladi:

f(x)>f(x) (xeE)

Endi (3) tengsizlikda, N va X larni tayinlab (N>ng, X€E) pooog, limitga
o’tamiz. Natijada

| (x)- f,(x) sg<g
hosil bo’ladi. Bu
f, ()3 f(x) (xeEy)
bo’lishini bildiradi.
6-misol. Ushbu
Innx
f _ A
(=10

funksional ketma-ketlik E=(01) (o’plamda tekis yaginlashuv-chilikka
tekshirilsin.

Agar ixtiyoriy K€ N ychun
« 1
n:k , :k:n ’X = —=
P k

)4

VvkeN,3dn>k,dpeN, Hx*zle (0,0):
n

1
n

deyilsa,

frvp(X) = f(x) =

bo’ladi. Demak,

InTZZ fn+p(x*)— fn(x*lz,c;o

Bu esa yuqoridagi teoremaning shartini bajarilmasligini ko’rsatadi. Demak,

J2 N

dgy =

berilgan funksional ketma-ketlik E= (0’1) da tekis yaginlashuvchi emas.
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Aytaylik, {fn(x)} funksional ketma-ketlik E to’plamda yaqinlashuvchi bo’lib,

T (X) funkstiya uning limit funkstiyasi bolsin:
f.(x)—> f(x) (xeE)

()

bo’lsa, ()} funksional ketma-ketlik E to *plamda
yaginlashadi deyiladi.
7-misol. Ushbu

Agar
g, >0, VkeN , 3In>k , IX €E :

f(x)>

(x

&y
) funkstiyaga notekis

.1
f (x)=nsin—
.(x) nsin—

funksional ketma-ketlik E = (0’1) da tekis yaginlashishiga tekshirilsin.

Ravshanki,
sin— 1
lim f(x)=limnsin— = lim— X ==
n—>c0 Nn—>o0 nx now 1 X
X
nx
f(x)=—
Demak, Dberilgan funksional ketma-ketlikning limit funkstiyasi X
bo’ladi.
. 1
X' ==
Aytaylik, N bo’lsin. Unda
fn(x*)— f (x*}:\nsinl—nhl—sinl:go
munosabat ixtiyoriy €N da o’rinli bo’ladi.
£ (x)=nsin-— f(x)=1
Demak, NX funksional ketma-ketlik limit funkstiya X ga

E=(01) da tekis yaginlashmaydi.

3% Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari. Tekis
yaginlashuvchi funkstiyaonal ketma-ketliklar gator xossalarga ega. Bu xossalarni
keltiramiz.

Aytaylik. ()

f.(x), fo(X)eeny Ty (X),nn

funksional ketma-ketlik E <R to’plamda yaginlashuvchi bo’lib, f(x) uning
limit funkstiyasi bo’lsin:
f.(x)— f(x) (xeE)
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1-xossa. Agar {fn (X)} funksional ketma-ketlikning har  bir

f(x) (n=123...) hadi E to’plamda uzluksiz bo’lib,

f,(x) 3 f(x)  (xeE)
bo’lsa, limit funkstiya ' %) shu E to’plamda uzluksiz bo’ladi.

Demak, bu holda
lim| lim f,(t))=lim{lim £, (t))

t—X ‘n—w n—oo ‘t—X

munosabat o’rinli bo’ladi.

2-xossa.  Agar {fa ()} funksional  ketma-ketlikning  har  bir
fa(x) (1=123..) padi E =[a.b] ga yziuksiz bo’lib,

L)ST()  (xelab])

bo’lsa,
b

!Lrpj f,(x)dx = [  (x)dx

bo’ladi.
Demak, bu holda
b

Iimi f,(x)dx = (Iim fn(x))dx

nN—oo Nn—oo
munosabat o’rinli bo’ladi.

3-xossa. Agar {Fa(%)} funksional ketma-ketlikning har bir f.(x) (n=123..)

hadi E= [a,b] da uzluksiz fa(x) (1=123,.) hosilalarga ega bo’lib,

f(xSe(x)  (xelab)
bo’lsa,
o(x)= 1 (x)
bo’ladi.
Shu kabi xossalarga keyinroq o’rganiladigan tekis yaqinlashuvchi funksional

gatorlar ham ega bo’ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza asosida isbotlanadi Mazkur
xossalarning isbotini funksional gatorlarga nisbatan keltiramiz.
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