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1. Hilber fazosidagi chiziqli operatorlar

1-ta’rif. Cheksiz o’lchamli to’la Evklid fazosiga Hilbert fazosi deyiladi.

Bizga X  va Y  chiziqli normalangan fazolar berilgan bo‘lsin.

Ixtiyoriy tabiatli f, g, 𝜑,.... elementlarning H to’plami Hilbert fazosi bo’lsa, u 

quyidagi uchta shartni qanoatlantiradi: 

1) H- Evklid fazosi, ya’ni skalyar k’opaytma kiritilgan chiziqli fazo;

2) 𝜌(𝑥, 𝑦) = √(𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦)  metrika ma’nosida H-to’la fazo

3) H fazo- cheksiz o’lchamli, ya’ni unda cheksiz elementli chiziqli erkli sistema

mavjud. 

2-ta’rif. Agar E va E* Evklid fazolari o’rtasida o’zaro bir qiymatli moslik

o’rnatish mumkinbo’lib, 

x→ 𝑥 ∗, 𝑦 → 𝑦 ∗, 𝑥, 𝑦𝜖𝐸, x*,y*𝜖𝐸∗ ekanligidan
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x+y↔ 𝑥∗ + 𝑦∗, 𝜆𝑥 ↔ 𝜆𝑥∗ va (x,y)=(𝑥∗, 𝑦∗) 

munosabatlar kelib chiqadi va E va 𝐸∗ lar izomorf fazolar deyiladi. 

1-teorema. Ixtiyoriy ikkita separabel Hilbert fazosi o’zaro izomorfdir [1]. 

3-ta’rif. X  fazodan olingan har bir x  elementga Y  fazoning yagona y  

elementini mos qo‘yuvchi 

( )YyXxyAx = ,  
akslantirish operator deyiladi. 

4-ta’rif. Agar ixtiyoriy ( ) XADyx ,  elementlar va ixtiyoriy C ,  sonlar 

uchun 

yAxAyxA  +=+ )(
 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A  ga chiziqli operator deyiladi. 

A operator X ning hamma yerida aniqlangan bo’lishi shart emas. Bunday holda 

Ax mavjud va Ax∈ 𝑌 bo’lgan barcha x∈ 𝑋 lar to’plami A operatorning aniqlanish 

sohasi deyiladi va D(A) kabi belgilanadi, ya’ni 

D(A)={x𝜖𝑋: 𝐴𝑥 𝑚𝑎𝑣𝑗𝑢𝑑 𝑣𝑎 𝐴𝑥 ∈ 𝑌}. 

Bunday holda D(A) ning chiziqli ko’pxillik bo’lishi talab qilinadi, ya’ni agar 

x,y∈ 𝐷(𝐴)bo′lsa, u holda ixtiyoriy 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ lar uchun 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝐷(𝐴) bo’ladi. 

1-misol. Ushbu A:C[-1;1]→C[-1;1] (Ax)(t)=tx(t) operator chiziqli operator 

bo’ladi. 

Yechish. Ixtiyoriy x,y𝜖𝐶[−1; 1] bo′lib α, β ∈ ℂ lar uchun 

(A(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)(𝑡) = 𝑡(𝛼𝑥(𝑡) + 𝛽𝑦(𝑡)) = 𝛼𝑡𝑥(𝑡) + 𝛽𝑡𝑦(𝑡) = 

= 𝛼(𝐴𝑥)(𝑡) + 𝛽(Ay)(t) 

bundan kelib chiqadiki A operator chiziqli operator bo’ladi. 

5-ta’rif. Bizga 
YXA →:

 operator va ( )ADx 0  nuqta berilgan bo‘lsin. Agar 

YAxy = 00  ning ixtiyoriy V  atrofi uchun, 0x  nuqtaning shunday U  atrofi mavjud 

bo‘lib, ixtiyoriy ( )ADUx   lar uchun VAx  bo‘lsa, A  operator 0xx =  nuqtada 

uzluksiz deyiladi. 

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy 0  uchun shunday ( ) 0=   mavjud bo‘lib, 

− 0xx
 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha ( )ADx  lar uchun 

− 0AxAx
 

tengsizlik bajarilsa, A  operator 0xx =  nuqtada uzluksiz deyiladi. 

7-ta’rif. Agar 0x  nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy nx  ketma-ketlik uchun 

00 →− xAxA n  bo‘lsa, u holda A  operator 0x  nuqtada uzluksiz deyiladi. 
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Agar A  operator ixtiyoriy ( )ADx  nuqtada uzluksiz bo‘lsa, A  uzluksiz 

operator deyiladi. 

8-ta’rif. Bizga X normallangan fazoning M to’plami berilgan bo’lsin. Agar 

shunday C>0 son mavjud bo’lib , barcha x𝜖𝑀 uchun ‖𝑥‖ ≤ 𝐶 tengsizlik o’rinli 

bo’lsa M chegaralangan deyiladi. 

9-ta’rif. X  fazoni Y  fazoga akslantiruvchi A  chiziqli operator berilgan bo‘lsin. 

Agar A  ning aniqlanish sohasi XAD =)(  bo‘lib, har qanday chegaralangan 

to‘plamni yana chegaralangan to‘plamga akslantirsa, A  ga chegaralangan operator 

deyiladi. 

Chiziqli operatorning chegaralanganligini tekshirish uchun quyidagi ta’rif ni 

keltiramiz. 

10-ta’rif. YXA →:  chiziqli operator bo‘lsin. Agar shunday 0C  son mavjud 

bo‘lib, ixtiyoriy ( )ADx  uchun 

xCxA 
 

tengsizlik bajarilsa, A  chegaralangan operator deyiladi. 

2-misol. Ushbu A:𝑙2 → 𝑙2 Ax=(
1

5
𝑥1,

1

52
𝑥2,

1

53
𝑥3, … … .

1

5𝑛
𝑥𝑛) operator 

chegaralangan operator bo’ladi. 

Yechish. x𝜖𝑙2 bo’lsin, 𝑙2 fazoda norma formulasi 

‖𝑥‖ = √∑ |𝑥𝑘|2∞
𝑘=1  kabi kiritilgan. 

‖𝐴𝑥‖2 = ∑ |
1

5𝑘
𝑥𝑘|

2

≤
1

25
∑|𝑥𝑘|2 =

1

25
‖𝑥‖2

∞

𝑘=1

∞

𝑘=1

 

‖𝐴𝑥‖ ≤
1

5
‖𝑥‖ bu yerda C=

1

5
, demak A operator chegaralangan [2]. 

11-ta’rif. 
xCxA 

 tengsizlikni qanoatlantiruvchi C  sonlar to‘plamining 

aniq quyi chegarasi A  operatorning normasi deyiladi, va u 
A

 bilan belgilanadi, 

ya’ni 

.inf CA =
 

Bu ta’rifdan ixtiyoriy 
( )ADx   uchun 

xAxA 
 

tengsizlik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. 

2-teorema. Agar chiziqli chegaralangan A operator biror X normallangan fazoni 

Y normallangan fazoga akslantirsa, u holda chiziqli chegaralangan A operatorning 

normasi ‖𝐴‖ uchun quyidagi 
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x

xA
xAA

xx =

== supsup
1

 
ifoda o’rinlidir. 

1-tasdiq. Chiziqli chegaralangan A  operatorning normasi uchun quyidagi 

xAxA
xx 11 =

= supsup
 

tenglik o‘rinli. 

3-misol. A: C[0;1]→C[0;1]  (Ax)(t)=tx(t) operatorning normasini toping 

Yechish. 

‖A‖=
sup‖Ax‖ ≤

‖x‖ = 1

sup1‖x‖ = 1 
‖x‖ = 1

 

ushbu tengsizlikdan ‖A‖ ≤ 1 kelib chiqadi. 

‖A‖=
sup‖Ax‖ ≥ ‖Ax0‖ = 1

‖x‖ = 1
  

 ‖x0‖=1, x0(t) = 1  

deb olsak 

‖A‖ ≥ 1
‖A‖ ≤ 1

}  ushbu tengsizliklardan kelib chiqadiki ‖A‖=1 ekan. 

Faraz qilaylik biror X chiziqli normallangan fazoni Y chiziqli normallangan 

fazoga akslantiruvchichiziqli chegaralangan operatorlar to’plamini L(X,Y) bilan 

belgilaymiz. Umuman olganda X=Y bo’lganda L(X,X)=L(X) ekanligi bizga ma’lum. 

1-natija. Ixtiyoriy A ),( YXL
 va ( )ADx , 

1=x
 uchun quyidagi 

AxA 
 

tengsizlik o‘rinli bo’ladi. 

12-ta’rif. Faraz qilaylik bizga A:X → Y va YXA →:  va YXB →:  chiziqli 

operatorlarning yig‘indisi deb, )()( BDADx   elementga 
YBxAxy +=

 

elementni mos qo‘yuvchi BAC += operatorga aytiladi. 

Ravshanki, C  chiziqli operator bo‘ladi [2]. Agar 
BA,  ),( YXL

 bo‘lsa, u holda 

C  ham chegaralangan operator bo‘ladi va 

BABAC ++=
 

tengsizlik o‘rinli. 

Haqiqatan ham, 

( ) xBAxBxAxBxAxBxAxC ++++=
. 

Bu yerdan 
BABAC ++=

 tengsizlik kelib chiqadi. 

13-ta’rif. A  chiziqli operatorning   songa ko‘paytmasi x  elementga 
Ax

 

elementni mos qo‘yuvchi operator sifatida aniqlanadi, ya’ni 
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( )( ) AxxA  =  

14-ta’rif. YXA →:  va ZYB →:  chiziqli operatorlar berilgan bo‘lib 

)()( BDAR   bo‘lsin. B  va A  operatorlarning ko‘paytmasi deganda, har bir 

)(ADx   ga Z  fazoning )(AxBz =  elementini mos qo‘yuvchi ZXBAC →= :  

operator tushuniladi. 

Agar A va B lar chiziqli chegaralangan operatrlar bo’lsa, u holda Cham chiziqli 

chegaralangan operator bo’ladi va ‖𝐶‖ ≤ ‖𝐵‖‖𝐴‖ tengsizlik o’rinli. 

Haqiqatan ham ‖𝐶𝑥‖𝑍 = ‖𝐵(𝐴𝑥)‖𝑍 ≤ ‖𝐵‖‖𝐴𝑥‖𝑌 ≤ ‖𝐵‖‖𝐴‖‖𝑥‖𝑋 

Bu yerdan ‖𝐶‖ ≤ ‖𝐵‖‖𝐴‖ tengsizlik kelib chiqadi. 

Operatorlarni qo’shish va ko’paytirish assotsiativdir. Qo’shish amali 

kommutativ, lekin ko’paytirish amali kommutativ emas. 

4-Misol: A:C[-1;1]→ℂ 

A(x)=2[x(1)-x(0)] chiziqli chegaralanganlikka tekshiring. 

Berilgan A(x)=2[x(1)-x(0)] x𝜖[−1; 1] Chiziqli ekanligi ma’lum 

.chegaralanganlikka tekshiramiz. 

|𝐴(𝑥)| = |2𝑥(1) − 2𝑥(0)| ≤2|𝑥(1)| + 2|𝑥(0)| ≤ (2 + 2) max
0≤𝑡≤1

|𝑥(𝑡)|=4‖𝑥‖ 

Demak A operator chegaralangan. 

3-teorema. X  normalangan fazoni Y  normalangan fazoga akslantiruvchi 

:A X → Y  chiziqli operator berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tasdiqlar teng 

kuchli: 

1) A  operator biror 0x  nuqtada uzluksiz; 

2) A  operator uzluksiz; 

3) A  operator chegaralangan. 

2-natija. A  chiziqli operator chegaralangan bo‘lishi uchun uning uzluksiz 

bo‘lishi zarur va yetarli. 

15-ta’rif. Bizga 
−YX ,

 chiziqli normalangan fazolar va 
YXA →:

 chiziqli 

chegaralangan operator berilgan bo‘lsin. Agar biror 
*** : XYA →  operator va 

ixtiyoriy 
*, YgXx   lar uchun 

),(=),( * xgAAxg  

tenglik o‘rinli bo‘lsa, 
*A  operator A  ga qo‘shma operator deyiladi. 

5-Misol. A:𝑙2 → 𝑙2 

Ax=(
1

7
𝑥1,

1

72
𝑥2, … …

1

7𝑛
𝑥𝑛 ….) o’z o’ziga qo’shma operator ekanligini isbotlang. 

Ixtiyoriy x,y𝜖𝑙2 uchun (x,y)=∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘̅̅ ̅∞
𝑘=1  

(Ax,y)=∑ (𝐴𝑥)𝑥𝑦𝑘̅̅ ̅∞
𝑘=1 =∑

1

7𝑘
𝑥𝑘𝑦𝑘̅̅ ̅∞

𝑘=1 =∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1

1

7𝑘
𝑦𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅
=(x,Ay)  
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bu tenglikdan kelib chiqadiki 𝐴∗ = 𝐴 A operator o’z o’ziga qo’shma operator 

ekan. 

Demak, har bir 
*Yg  funksionalga (𝑓, 𝑥) = (𝑔, 𝐴𝑥) tenglik bilan aniqlanuvchi 

*Xf   funksionalni mos qo‘yuvchi 
*** : XYA →  operator A  operatorga qo‘shma 

operator deb ataladi. 

Qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega: 

1. 
*A  operator chiziqli. 

2. .=)( *** BABA ++  

3. Ixtiyoriy k  son uchun .=)( ** kAkA  

4. Agar A  uzluksiz bo‘lsa, u holda 
*A  ham uzluksiz bo‘ladi. 

4-teorema. Agar 
),( YXLA
 bo‘lsa, u holda ),( *** XYLA   va 

AA =*

 tenglik o‘rinli. 

16-ta’rif. H  Hilbert fazosi va 
)(HLA 
 operator berilgan bo‘lsin. Agar biror 

HHA →:*

 operator va ixtiyoriy 
Hyx ,

 lar uchun 

),(=),( * yAxyAx  

tenglik o‘rinli bo‘lsa, 
*A  operator A  ga qo‘shma operator deyiladi. 

6-misol: A:L2[−1; 1] → L2[−1; 1] 

(Ax)(t)=t∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

−1
 

operatorning o’z o’ziga qo’shma operator ekanligini ko’rsating. 

Yechish. 

A:𝐿2[−1; 1] → 𝐿2[−1; 1] 

(Ax)(t)=t∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

−1
 operatorni o’z - o’ziga qo’shmalikka tekshiring. 

Yechish. 

(Ax,y)=∫ (𝐴𝑥)(𝑡)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡 = ∫ (𝑡 ∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡 =
1

−1

1

−1

1

−1

∫ ∫ 𝑡𝑠𝑥(𝑠)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑠𝑑𝑡
1

−1

1

−1
=∫ ∫ 𝑠𝑡𝑥(𝑡)𝑦(𝑠)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡𝑑𝑠 = ∫ 𝑥(𝑡)(𝑡 ∫ 𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡

1

−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅1

−1
=

1

−1

1

−1

(𝑥, 𝐴∗𝑦) 

(𝐴∗𝑦)(𝑡) = 𝑡 ∫ 𝑠𝑦(𝑠)𝑑𝑠
1

−1
 

𝐴∗ = 𝐴 

Demak A operator o’z –o’ziga qo’shma operator ekan. 

7-ta’rif. Agar 
*= AA  bo‘lsa, ya’ni ixtiyoriy 

Hyx ,
 uchun 

),(=),( AyxyAx
 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, A  operator o‘z-o‘ziga qo‘shma operator deyiladi. 
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7-misol. A,B :𝐿2[−1; 1] → 𝐿2[−1; 1] 

(Ax)(t)=tx(t), (Bx)(t)=𝑡2 ∫ 𝑠2𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

−1
 A va B operatorlarning o’z o’ziga 

qo’shma operator bo’lishini isbotlang [1]. 

Yechish. Birinchi bo’lib A operatorning o’z-o’ziga qo’shma operator bo’lishini 

ko’rsatamiz. 

(Ax,y)=∫ (𝐴𝑥)(𝑡)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡
1

−1
 

(Ax,y)=∫ 𝑡𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡 = ∫ 𝑥(𝑡)𝑡𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡
1

−1

1

−1
=(x,Ay) 

bu tenglikdan kelib chiqadiki 𝐴∗ = 𝐴 A operator o’z–o’ziga qo’shma operator 

bo’ladi. 

Endi B operatorning o’z-o’ziga qo’shma operator ekanligini ko’rsatamiz 

(Bx)(t)=𝑡2 ∫ 𝑠2𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

−1
 

(Bx,y)=∫ (𝐵𝑥)𝑡𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡 =
1

−1
∫ 𝑡2 ∫ 𝑠2𝑥(𝑠)𝑑𝑠𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡 =

1

−1

1

−1

 ∫ ∫ 𝑡2𝑠2𝑥(𝑠)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑠𝑑𝑡
1

−1

1

−1
=∫ ∫ 𝑠2𝑡2𝑥(𝑡)𝑦(𝑠)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡𝑑𝑠 =

1

−1

1

−1

∫ 𝑥(𝑡)(𝑡2 ∫ 𝑠2𝑦(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡 = (𝑥, 𝐵∗𝑦)
1

−1

1

−1
  

bu tenglikdan kelib chiqadiki 𝐵∗ = 𝐵 B operator ham o’z-o’ziga qo’shma 

operator bo’ladi. 

Hilbert fazosida qo‘shma operatorlar quyidagi xossalarga ega: 

1-lemma. Agar 
)(, HLBA 
 bo‘lsa, u holda 

1) ,=)( *** BABA  ++  

2) ,=)( *** ABAB  

3) AA =)( **

 tengliklar o‘rinli. 

8-misol. Berilgan A:𝐿2[0; 1] → 𝐿2[0; 1] 

(Ax)(t)=(𝑡2 + 𝑡 + 1) ∫ 𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

0
 operatorga qo’shma operatorni toping. 

Yechish. A:𝐿2[0; 1] → 𝐿2[0; 1] 

(Ax)(t)=(𝑡2 + 𝑡 + 1) ∫ 𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

0
 

(x,y)=∫ 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡
1

0
 

(Ax,y)=(x,𝐴∗𝑦) 

(Ax,y)=∫ (𝑡2 + 𝑡 + 1) ∫ 𝑥(𝑠)𝑑𝑠
1

0
𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡

1

0
=∫ ∫ (

1

0
𝑡2 + 𝑡 + 1)𝑥(𝑠)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑠𝑑𝑡

1

0
 

(Ax,y)=∫ ∫ 𝑥(𝑠)
1

0
(𝑡2 + 𝑡 + 1)𝑦(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑑𝑡𝑑𝑠

1

0
 

(Ax,y)=∫ 𝑥(𝑡)(
1

0
∫ (𝑠2 + 𝑠 + 1)𝑦(𝑠)𝑑𝑠)𝑑𝑡 = (𝑥, 𝐴∗𝑦)

1

0
 

(𝐴∗𝑦)(𝑡) = ∫ (𝑠2 + 𝑠 + 1)𝑦(𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠
1

0
 bu tenglikdan kelib chiqadiki A≠ 𝐴∗ 

demak A operator o’z-o’ziga qo’shma operator emas ekan. 
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2. O’z-o’ziga qo’shma operatorlar va uning spektri 

Bizga 𝐻- Gilbert fazosi va 𝐴 ∈ 𝐿(𝐻) operator berilgan bo’lsin. Agar ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 

elementlari uchun quyidagi 

(𝐴𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝐴∗𝑦) 

shartni qanoatlantiruvchi 𝐴∗ operatorga 𝐴 ning qo’shmasi deyiladi va agar 𝐴∗ =

𝐴 tenglik o’rinli bo’lsa, ya’ni ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 elementlar uchun 

(𝐴𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝐴𝑦) 

tenglik o’rinli bo’lsa, 𝐴 operatorga o’z-o’ziga qo’shma operator deyiladi. 

1-lemma: 𝐻- kompleks Gilbert fazosida o’z-o’ziga qo’shma bo’lgan 

chegaralangan 𝐴 operatorning barcha xos qiymatlari haqiqiy bo’ladi. 

2-lemma: Operator o’z-o’ziga qo’shma chegaralangan bo’lsa, u holda har 

qanday xos qiymatlarga mos keluvchi xos vektorlari o’zaro ortogonal bo’ladi. 

1-teorema: 𝜆 kompleks soni o’z-o’ziga qo’shma bo’lgan 𝐴 operator regulyar 

qiymati bo’lishi uchun shunday 𝐶 > 0 son topilib, hamma 𝑥 ∈ 𝐻 nuqtalarda 

‖𝐴𝜆𝑥‖ = ‖𝐴𝑥 − 𝜆𝑥‖ ≥ 𝐶‖𝑥‖ 

tengsizlik ning bajarilishi zarur va yetarkidir. 

1-natija: 𝜆 kompleks soni 𝐴 o’z-o’ziga qo’shma operator spektriga tegishli 

bo’lishi uchun ∃ {𝑥𝑛} ketma-ketlik topilib, quyidagi 

‖𝐴𝜆𝑥𝑛‖ ≤ 𝐶𝑛‖𝑥‖,  𝐶𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞ 

shart bajarilishi zarur va yetarlidir. 

‖𝐴𝜆𝑥𝑛‖ ≤ 𝐶𝑛‖𝑥‖,  𝐶𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞ 

munosabatda ‖𝑥𝑛‖ = 1 deb olish mumkin, unda 

‖𝐴𝑥𝑛 − 𝜆𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑥𝑛‖ = 1 

bo’ladi. 

2-teorema: 𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽 (𝛽 ≠ 0) kompleks soni o’z-o’ziga qo’shma bo’ladigan 𝐴 

operatorning regulyar qiymatidir. 

3-teorema: O’z-o’ziga qo’shma bo’lgan 𝐴 operatorning spektri haqiqiy sonlar 

o’qidagi [𝑚, 𝑀] kesmada yotadi, bu yerda 

𝑚 = inf
‖𝑥‖=1

(𝐴𝑥, 𝑥), 𝑀 = sup
‖𝑥‖=1

(𝐴𝑥, 𝑥)  

4-teorema: Agar 𝐴 operator o’z-o’ziga qo’shma operator bo’lsa, unda 𝑚 𝑣𝑎 𝑀 

sonlari 𝐴 ning spektriga tegishli bo’ladi. 

1-natija: Ixtiyoriy o’z-o’ziga qo’shma operator bo’sh bo’lmagan spektrga ega 

bo’ladi. 

9-misol: 𝐶[𝑎, 𝑏] fazoni o’z-o’ziga aks ettiruvchi va 

(𝐴𝑥)(𝑡) = 𝑡𝑥(𝑡) 

formula bilan aniqlangan 𝐴 operatorni ko’ramiz. 𝐴 operatorning spektri va 

rezolventasini topamiz. 
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Yechish: Avval 𝐴 − 𝜆𝑙 operatorni va unga teskari operator bo’lgan 𝑅𝜆(𝐴) 

rezolventasini topamiz. Har qanday 𝑥 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uchun 

(𝐴 − 𝜆𝑡)𝑥(𝑡) = (𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) 

bo’lgani uchun 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 tenglik (𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) = 0 tenglikka teng kuchli bo’ladi. 

Ixtiyoriy 𝜆 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uchun (𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) = 0 tenglama yaqona aynan nolga teng 

uzluksiz bo’lgan yechimga ega, shuning uchun 𝐴 operatorning xos qiymati mavjud 

emas. Unda teoremaga ko’ra istalgan 𝜆 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uchun 𝐴 − 𝜆𝐼 operator 

teskarilanuvchan bo’ladi. Lekin, 𝜆 ∈ (𝑎, 𝑏) bo’lganda, 

(𝐴 − 𝜆𝐼)−1𝑥(𝑡) =
1

𝑡 − 𝜆
𝑥(𝑡) 

formula bilan berilgan (𝐴 − 𝜆𝐼)−1 operator aniqlangan elementlar to’plami 

𝐶[𝑎, 𝑏] fazoning qizmi bo’lib, unga teng kuchli emas. Misol uchun 𝑥0(𝑡) = 𝐶, 𝐶 ≠ 0 

deb olsak, 𝑥0 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], lekin (𝐴 − 𝜆𝐼)−1𝑥0 ∉ 𝐶[𝑎, 𝑏] bo’ladi. Bulardan tashqari, 𝜆 ∈

[𝑎, 𝑏] uchun (𝐴 − 𝜆𝐼)−1chegaralanmagan operator. Buni isbotlsymiz. 

Agar 𝑛 yetarlicha katta bo’lsa unda 𝜆 +
2

𝑛
< 𝑏 bo’ladi va 

𝑥𝑛(𝑡) = {

0, 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑡1(𝑛)

𝑛(𝑡 − 𝜆) − 1, 𝑡1(𝑛) ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2(𝑛)
1, 𝑡2 < 𝑡 ≤ 𝑏

 

funksiyalar ketma-ketligi 𝐶[𝑎, 𝑏] toplamga tegishli bo’ladi [2]. Bunda 𝑡1 =

𝑡1(𝑛) = 𝜆 +
1

𝑛
, 𝑡2 = 𝑡2(𝑛) = 𝜆 +

2

𝑛
. Qurilishiga ko’ra ‖𝑥𝑛‖ = 1 ga teng. Ana endi 

quyidagi ‖(𝐴 − 𝜆𝐼)−1𝑥𝑛‖ normani hisoblaymiz: 

‖(𝐴 − 𝜆𝐼)−1𝑥𝑛‖ = max
𝑎≤𝑡≤𝑏

|
1

𝑡 − 𝜆
𝑥𝑛(𝑡)| ≥

𝑛

2
[𝑛 (𝜆 +

2

𝑛
− 𝜆) − 1] =

𝑛

2
 

Shunday ekan, 𝜆 ∈ (𝑎, 𝑏) bo’lganda (𝐴 − 𝜆𝐼)−1 chegaralanmagan operator 

bo’ladi. Demak, (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝜎(𝐴). Endi 𝜆 ∉ [𝑎, 𝑏] holni qaraymiz, bu holatda istalgan 

𝑥 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] uchun (𝑡 − 𝜆)−1𝑥(𝑡) uzluksiz funksiya bo’lgani uchun (𝐴 − 𝜆𝐼)−1 

operator fazoning hamma elementlarida aniqlangan va 

‖(𝐴 − 𝜆𝐼)−1𝑥‖ ≤
1

min
𝑎≤𝑡≤𝑏

{|𝑡 − 𝜆|}
‖𝑥‖ 

tengsizlik o’rinli. Shunday ekan, istalgan 𝜆 ∉ [𝑎, 𝑏] son 𝐴 operator uchun 

regulyar nuqta bo’la oladi. Spektri yopiq to’plam bo’lgani uchun berilgan 𝐴 

operatorning spektri 𝜎(𝐴) = [𝑎, 𝑏] kesmadan iborat bo’ladi. 𝐶 ⧵ [𝑎, 𝑏] to’plam esa 

𝐴 operatorning rezolventasi to’plami bo’ladi. 𝐴 ning 𝜆 ∈ 𝐶 ⧵ [𝑎, 𝑏] nuqtadagi 

rezolventasi: 

𝑅𝜆(𝐴)𝑥(𝑡) = (𝐴 − 𝜆𝐼)−1𝑥(𝑡) =
1

𝑡 − 𝜆
𝑥(𝑡), 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) = 𝐶 ⧵ [𝑎, 𝑏] 

formula asosida aniqlanadi. 

10-misol: Kompleks 𝐿2[0,1] Gilbert fazosida quyidagi 
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𝐴𝑥(𝑡) = 𝑡𝑥(𝑡) + ∫ 𝑡𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ 𝐿2[0,1]

1

0

 

tenglik bilan aniqlangan operatorning spektri va rezolventasi topilsin. 

Yechish: 𝐴 ning xos qiymatini topish uchun quyida bayon qilingan tasdiqdan 

foydalanamiz: 

1-tasdiq: 𝜆 ∈ 𝐶 ⧵ [0; 1] kompleks soni 𝐴 ning xos qiymati bo’lishi uchun 

∆𝜆 ∶= 1 + ∫
𝑠2

𝑠 − 𝜆
𝑑𝑠 = 0

1

0

 

tenglikni isbotlashimiz zarur va yetarlidir. 

Isboti: (Zaruriyligi) Aytaylik, 𝜆 ∈ 𝐶 ⧵ [0; 1] 𝐴 ning xos qiymati bo’lsin: biror 

nolmas 𝑥 ∈ 𝐿2[0; 1] element uchun 

𝐴𝑥(𝑡) = 𝑡𝑥(𝑡) + ∫ 𝑡𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

1

0

= 𝜆𝑥(𝑡) 

tenglik o’rinli bo’lsin. Unda 

(𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) + 𝑡𝛼𝑥 = 0 

𝛼𝑥 = ∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

1

0

 

bo’ladi. Bunda agar 𝛼𝑥 = 0 bo’lsa,  

(𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) + 𝑡𝛼𝑥 = 0 

tenglik (𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) = 0 tenglikka aylanadi. Bu yerdan 𝑥 ning qiymati nolga 

teng bo’lishiga ega bo’lamiz. Tanlanishiga ko’ra esa 𝑥 ≠ 0. Demak, shunday ekan, 

𝛼𝑥 ≠ 0.  

(𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) + 𝑡𝛼𝑥 = 0 

tenglikdan 

𝑥(𝑡) = −
𝛼𝑥 ∙ 𝑡

𝑡 − 𝜆
 

ni topib olamiz va bu tenglikni  

𝛼𝑥 = ∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

1

0

 

ga qo’yib 

𝛼𝑥 = −𝛼𝑥 ∫
𝑠2

𝑠 − 𝜆

1

0

𝑑𝑠 

tenglikka erishamiz. 𝛼𝑥 ≠ 0 bo’lganidan 

"Science and Education" Scientific Journal / Impact Factor 3,848 (SJIF) February 2023 / Volume 4 Issue 2

www.openscience.uz / ISSN 2181-0842 28



∆(𝜆)  = 1 + ∫
𝑠2

𝑠 − 𝜆
𝑑𝑠 = 0

1

0

 

tenglik hosil bo’ladi. 

(Yetarliligi) Aytaylik, 𝜆 ∈ 𝐶 ⧵ [0; 1] kompleks son uchun ∆𝜆 = 0 tenglik o’rinli 

bo’lsin. 

Unda 𝑥(𝑡) = 𝑡(𝑡 − 𝜆)−1 funksiyani olamiz, 

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥(𝑡) = (𝑡 − 𝜆)
𝑡

𝑡 − 𝜆
+ 𝑡 ∫ 𝑠

𝑠

𝑠 − 𝜆

1

0

𝑑𝑠 = 𝑡 (1 + ∫
𝑠2

𝑠 − 𝜆

1

0

𝑑𝑠) = 𝑡∆(𝜆) = 0 

tenglik o’rinli bo’ladi. Bundan 𝜆 son 𝐴 operator uchun xos qiymat bo’lishi va 

𝑥(𝑡) =
𝑡

𝑡−𝜆
 unga mos xos funksiya bo’lishi kelib chiqadi. 

𝐴 ning [0; 1] kesmadan tashqaridagi xos qiymatlarini topamiz: 

Barcha – 𝜆 lar uchun 

∆(𝜆) = 1 + ∫
𝑠2

𝑠 − 𝜆
𝑑𝑠 ≥ 1

1

0

 

tengsizlik o’rinli. Bundan tashqari 𝐼𝑚𝜆 ≠ 0 bo’lsa ∆(𝜆) ≠ 0 hosil qilish 

murakkab emas. 1.1.1-tasdiqqa ko’ra 𝐴 operator 𝜆 > 1 xos qiymatlarga ega bo’lishi 

mumkin. Aytaylik 𝜆 > 1 bo’lsin, unda 

∆′(𝜆) = ∫
𝑠2

(𝑠 − 𝜆)2
𝑑𝑠 > 0

1

0

 

lim
𝜆→1

∆(𝜆) = −∞; lim
𝜆→∞

∆(𝜆) = 1 

shartlar o’rinli bo’ladi. Bundan (1; ∞) intervalda ∆(𝜆) ning o’sishi va yagona 

𝜆0 ∈ (1; ∞) nuqtada ∆(𝜆0) = 0 tenglik bajarilishi hosil bo’ladi. Shunday qilib, [0; 1] 

kesmadan boshqa 𝐴 ning bitta xos qiymati mavjud ekanligiga erishamiz. Masalan, 

𝜆 ∈ 𝐶 ⧵ [0; 1] son 𝐴 ning xos qiymati bo’lmasin. 𝐴 − 𝜆𝐼 operatorga teskari operatorni 

aniqlaymiz: 

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥(𝑡) = (𝑡 − 𝑥)𝑥(𝑡) + 𝑡 ∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

1

0

= 𝑦(𝑡), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿2[0; 1] 

tenglikdan 

𝛼𝑥 = ∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

1

0

 

ni olgan holatda 𝑥(𝑡) ni topib olamiz: 

(𝑡 − 𝜆)𝑥(𝑡) + 𝑡 ∙ 𝛼𝑥 = 𝑦(𝑡), 

bundan 
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𝑥(𝑡) =
𝑦(𝑡)

𝑡 − 𝜆
− 𝛼𝑥  

𝑡

𝑡 − 𝜆
 

𝑥(𝑡) uchun olingan  

𝑥(𝑡) =
𝑦(𝑡)

𝑡 − 𝜆
− 𝛼𝑥  

𝑡

𝑡 − 𝜆
 

ifodani  

𝛼𝑥 = ∫ 𝑠𝑥(𝑠)𝑑𝑠

1

0

 

ga qo’ysak, 𝛼𝑥 uchun 

𝛼𝑥 = ∫
𝑠𝑦(𝑠)

𝑠 − 𝜆

1

0

𝑑𝑠 − 𝛼𝑥 ∫
𝑠2

𝑠 − 𝜆

1

0

𝑑𝑠 

tenglamaga erishamiz. Bundan esa ∆(𝜆) ≠ 0 ekanligidan 

𝛼𝑥 =
1

∆𝜆
∫

𝑠𝑦(𝑠)

𝑠 − 𝜆 
𝑑𝑠

1

0

 

hosil bo’ladi. Bundan, 

𝑥(𝑡) =
𝑦(𝑡)

𝑡 − 𝜆
−

𝑡

𝑡 − 𝜆

1

∆(𝜆)
∫

𝑠𝑦(𝑠)

𝑠 − 𝜆

1

0

𝑑𝑠 

kelib chiqadi. 

Shunday ekan, 𝐴 ning rezolventasi quyidagi 

𝑅𝜆(𝐴)𝑦(𝑡) =
𝑦(𝑡)

𝑡 − 𝜆
−

𝑡

𝑡 − 𝜆

1

∆(𝜆)
∫

𝑠𝑦(𝑠)

𝑠 − 𝜆
𝑑𝑠

1

0

, 𝑦 ∈ 𝐿2[0; 1] 

formula yordamida aniqlanadi. 

Bu olingan natijalardan ko’rinadiki, agar 𝜆 ∈ 𝐶 ⧵ {[0; 1] ∪ {𝜆0}} bo’lsa, unda 

𝐷(𝑅𝜆(𝐴)) = 𝐿2[0; 1] va 𝑅𝜆(𝐴) chegaralangan, bunda 𝜆0 ∈ (0; ∞) va ∆(𝜆0) = 0 b) 

𝜆 ∈ [0; 1] bo’lsin, unda 𝐼𝑚(𝐴 − 𝜆𝐼) ≠ 𝐿2[0; 1], sababi 𝑦0(𝑡) ≡ 1 funksiyani olsak 

𝑦0 ∉ 𝐼𝑚(𝐴 − 𝜆𝐼). Shunday ekan, 𝐷(𝑅𝜆(𝐴)) ≠ 𝐿2[0; 1] va shu sabab 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴). 

Demak, 𝐴 ning spektri 𝜎(𝐴) = [0; 1] ∪ {𝜆0} to’plamdan iborat, bunda 𝜆0 ∈ (0; ∞) va 

∆(𝜆0) = 0. 

Yuqorida keltirilganlardan shuni xulosa qilish mumkinki, aksariyat fizik, 

biologik, kimyoviy va iqtisodiy masalalarning matematik modellari chiziqli fazolarda 

kiritilgan funksionallar orqali o‘rganiladi. Shu bilan bir qatorda, oddiy va xususiy 

hosilali matematik fizika tenglamalari [3-32], biologik jarayonlarning matematik 

modellari chiziqli fazolarda o‘rganilib [33-38], ularning yechimlari tahlil qilinadi. 
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