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Ma’lumki, funksionallar funksional analiz fanining asosiy mavzularidan biri 

hisoblanadi. Ularning amaliy tadbiqlari esa keng ko‘lamlidir. Bu mavzu (bakalavriyat 
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ta’lim yo‘nalishida o‘tilmaydi. Faqatgina ayrim oliy ta’lim muassasalarining 

magistratura yo‘nalishlarida tanlov fan hisobida o‘tiladi xolos) dolzarb bo‘lganligi va 

talabalarning ilmiy izlanishlar olib borishlari uchun ahamiyatli ekanligi munosabati 

bilan uni talabalarga tushuntirishda turli noan’anaviy usullar va ilg‘or pedagogik 

texnologiyalarni qo‘llash maqsadga muvofiq hisoblanadi.  

Maqolada Eyler-Lagranj tenglamasi hamda Gamilton-Yakobi tenglamalarini 

integrallash masalasining ekvivalentligini isbotlash mavzusi talabalarga oson 

tushuntiriladigan usul taklif qilinadi. misollar yordamida ko‘rsatiladi. 

Quyidagi funksional uchun Eyler-Lagranj tenglamasi 

𝐽 = ∫𝐹(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑦1
′ , 𝑦2

′ , … , 𝑦𝑛
′ )

𝑏

𝑎

𝑑𝑥  

quyidagi ko‘rinishni oladi 

𝑑

𝑑𝑥
𝐹𝑦𝑖
′ − 𝐹𝑦𝑖 = 0 

Agar  

‖𝐹𝑦𝑖′𝑦𝑘′‖ 
(𝑖, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛) 

maxsus bo‘lmasa, unda quyidagi tenglamadan 

𝐹𝑦𝑖′ = 𝑝𝑖 ,
(𝑖 = 1,2, … , 𝑛) (1) 

𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 orqali 𝑦𝑖
′ ni tanlab olish mumkin: 

𝑦𝑖
′ = 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 , 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛). 

(1) funksional uchun 𝐻 Gamiltonian deb 𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 dan 

tuzilgan 𝐻 funksiyaga aytiladi 

𝐼(𝑥, 𝑦, 𝑝) = [

−𝐹(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 , 𝑦1
′ , 𝑦2

′ , … , 𝑦𝑛
′ ) +

+∑𝑦𝑖
′𝐹𝑦𝑖′

(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑦1
′ , 𝑦2

′ , … , 𝑦𝑛
′ )

𝑛

𝑖=1

]  

bu yerda 𝑦𝑖
′ = 𝜑(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛).  

Gamiltonian uchun differensiallash natijasida olingan quyidagi munosabat 

o‘rinli 

𝐻

𝑦𝑖
= −

𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖
 

𝐻

𝑝𝑖
= 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 , 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛)}

 

 

(𝑖 = 1,2,… , 𝑛) 

undan  

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑥

= −
𝜕𝐻

𝜕𝑦𝑖
𝑑𝑦𝑖
𝑑𝑥

=
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖 }
 
 

 
 

(𝑖 = 1,2,… , 𝑛). (2) 
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(2) tenglamaga Eyler-Lagranj tenglamasining kanonik yoki Gamilton sistemasi 

deyiladi, bunda 𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 o‘zgaruvchilar kanonik o‘zgaruvchilar 

deyiladi. Ular Yakobi va Gamilton tomonidan aniqlangan. Shu o‘rinda aytish joizki, 

Lagranj esa kanonik formasidagi differensial tenglamalarni qo‘llagan. 

Endi Gamilton-Yakobi tenglamasini ko‘rinishi keltiramiz. (2) ko‘rinishdagi 

kanonik sistema quyidagi funksional uchun Eyler-Lagranj tenglamalar sistemasi 

bo‘ladi: 

𝐽 = ∫ [∑𝑝𝑖𝑦𝑖
′

𝑛

𝑖=1

− 𝐻(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛)𝑑𝑥]

𝑥2

𝑥1

,  

agar 𝑦𝑖 , 𝑝𝑖 larni noma’lum funksiyalar sifatida qarasak, bu funksional 

variatsiyasi 

𝛿𝐽 = −𝐻𝑑𝑥 +∑𝑝𝑖𝑑𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

|

𝑥1

𝑥2

 

bo‘ladi va fiksirlangan 𝑥1 da 2 indeksni tashlab yuborib 

𝛿𝐽 = −𝐻𝑑𝑥 +∑𝑝𝑖𝑑𝑦1

𝑛

𝑖=1

,  

bunda 

𝜕𝐽

𝜕𝑥
= −𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑝)

𝜕𝐽

𝜕𝑦𝑖
= 𝑝𝑖  }

 

 
(𝑖 = 1,2, … , 𝑛) (3) 

(3) da 𝑝𝑖 ni ajratish orqali Gamilton-Yakobi tenglamasi deb ataluvchi xususiy 

hosilaga ega birinchi darajali tenglamaga ega bo‘lamiz: 

𝜕𝐽

𝜕𝑥
+ 𝐻 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛,

𝜕𝐽

𝜕𝑦1
, … ,

𝜕𝐽

𝜕𝑦𝑛
) = 0  

Gamilton-Yakobi tenglamasi uchun, unda noma’lum funksiyalar 

qatnashmasligini hisobga olgan holda, umumiy integralni quyidagi ko‘rinishda olish 

mumkin 

𝑉 = 𝑉(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 

bu yerda 𝑎, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 - hosilaviy doimiylar. 

Endi Eyler tenglamasining umumiy integrali va Yykobi-Gamilton tenglamasi 

to‘liq integralini topish masalasi teng kuchli ekanligini ko‘rsatamiz. 

Aavalo Eyler tenglamasi umumiy integralidan Yykobi-Gamilton tenglamasi 

to‘liq integralining kelib chiqishini ko‘rib chiqamiz. 

Eyler tenglamasi umumiy integrali berilgan bo‘lsin: 

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝛼, 𝛽), (4) 
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𝛽 parametrni fiksirlab, 𝛼 parametrga bog‘liq bo‘lgan shunday ekstremallar 

oilasiga ega bo‘lamiz. Ularning ma’lum chegaralanganligini aks ettiruvchi maydon 

sifatida olish mumkin. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝛽) orqali bu maydon, quyidagi tenglamadan 𝛼 ni 

ajratish natijasidan olingan funksiya qiyaligini belgilaymiz: 

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝛼, 𝛽)

𝑢 = 𝜑𝑥
′ (𝑥, 𝛼, 𝛽)

}. 

Θ(𝑥, 𝑦, 𝛽) orqali berilgan (4) ekstremal maydonga mos keluvchi transversal 

maydonni anglatuvchi funksiyani belgilaymiz.  

Bu Θ(𝑥, 𝑦, 𝛽) funksiya kvadratura yordamida ham topilishi mumkin va yuqorida 

ko‘rsatilgani kabi, Gamilton-Yakobi tenglamasini qanoatlantiradi. Bunday holda, bu 

echimga additiv 𝛾 doimiyni qo‘shib, quyidagi echimga ega bo‘lamiz 

Θ = Θ(𝑥, 𝑦, 𝛽) + 𝛾.  

Bu ikki parametrga bog‘liq, shuning uchun Gamilton-Yakobi tenglamasi to‘liq 

integralini anglatadi. 

Endi Gamilton-Yakobi tenglamasi to‘liq integralidan Eyler tenglamasi umumiy 

integralini keltirib chiqarish yo‘lini ko‘rib chiqamiz. 

𝛽 parametrga bog‘liq bo‘lgan biror-bir Θ(𝑥, 𝑦, 𝛽) Gamilton-Yakobi tenglamasi 

integri berilgan bo‘lsin 

𝜕2Θ

𝜕𝑦𝜕𝛽
≢ 0. (5) 

Unda Eyler tenglamasi umumiy integrali quyidagi tenglamasini 𝑦 ga nisbatan 

echish orqali topish mumkin 

𝜕Θ(𝑥, 𝑦, 𝛽)

𝜕𝛽
= 𝛼. (6) 

Haqiqatdan ham, har bir 𝛽 da Θ(𝑥, 𝑦, 𝛽) funksiya Gamilton-Yakobi 

tenglamasini qanoatlantiradi, biror-bir transversallar oilasini, shu bilan birga berilgan 

variatsion masalaning ekstremallar maydonini anglatadi. 

Bu maydonning 𝑢 qiyaligi faqat 𝑥 va 𝑦 o‘zgaruvchilarga emas, 𝛽 parametrga 

ham bog‘liq: 

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝛽) 

𝑢 va Θ funksiyalar 𝛽 parametrning barcha qiymatlarida (3) tenglamalar 

sistemasini qanoatlantiradi, shuning uchun ham tenglamalar sistemasini 𝛽 ga nisbatan 

bevosita aniqladiki, 

𝜕2Θ

𝜕𝑦𝜕𝛽
= 𝐹𝑦′𝑦′

′′ (𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝛽
,
𝜕2Θ

𝜕𝑥𝜕𝛽
= −𝐹𝑦′𝑦′

′′ (𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝛽
𝑢 (7) 

ekanligi kelib chiqadi. 

Bulardan foydalanib, topamizki,  
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𝑑

𝑑𝑥

𝜕Θ

𝜕𝛽
=
𝜕2Θ

𝜕𝑥𝜕𝛽
+
𝜕2Θ

𝜕𝑦𝜕𝛽
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− u(𝑥, 𝑦, 𝛽)) 𝐹𝑦′𝑦

′′ (𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝛽
. (8) 

Endi esa 𝑦 − (6) tenglama bilan berilgan 𝑥 ga bog‘liq funksiya bo‘lsin. Uni 

Eyler tenglamasini qanoatlantirishini ko‘ramiz. Bunday holda, u 𝛼, 𝛽 ikki bog‘liqsiz 

parametrlarga bog‘liq bo‘lganligi sababli, 𝑦 uning umumiy integral bo‘ladi. Xuddi 

shunday, uning Eyler tenglamasini qanoatlantirishini qiyinchiliksiz topamiz.  

(8) funksiyaning chap qismidan, (6) tenglamaga ko‘ra bu funksiya nolga 

aylanadi. Bu holda 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝛽) (9) 

yoki (5) shart va (7) tenglamalarning birinchisiga ko‘ra, 
𝜕𝑦

𝜕𝛽
𝐹𝑦′𝑦′
′′ (𝑥, 𝑦, 𝑢) nol 

emas. Ammo (3) ning oxirgi tenglamasi berilgan ekstremal maydonning differensial 

tenglamasi bo‘ladi va 𝑦 funksiya uni qanoatlantirsa, u ekstremal va Eyler 

tenglamasini qanoatlantiradi, bu esa so‘ralgan natija. 

1-misol. Avvalo integral minimum haqidagi masalani qaraymiz: 

𝐼 = ∫√1 + 𝑦′2

𝑥

𝑥0

𝑑𝑥. 

Yechish. Berilgan masala uchun Eyler tenglamasi 𝑦′′ = 0 va ekstremallar oilasi 

fazoda to‘g‘ri chiziqlar oilasiga ega. (9) transversallik sharti bu holda quyidagicha 

(√1 + 𝑦′2 −
𝑦′2

√1 + 𝑦′2
) 𝛿𝑥 +

𝑦′

√1 + 𝑦′2
𝛿𝑦 = 0, 𝑦′ ∙

𝛿𝑦

𝛿𝑥
= −1 

Ya’ni, ortogonallik shartini ifodalaydi.  

𝑢 va Θ funksiyalarni bog‘lovchi sistema bu holda quyidagi ko‘rinishni oladi: 

𝜕Θ

𝜕𝑥
= √1 + 𝑢2 −

𝑢2

√1 + 𝑢2
=

1

√1 + 𝑢2
,
𝜕Θ

𝜕𝑦
=

𝑢

√1 + 𝑢2
, 

bu yerdan 𝑢 ni ajratib, berilgan masala Gamilton - Yakobi tenglamasini topamiz: 

(
𝜕Θ

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕Θ

𝜕𝑦
)
2

= 1. 

Ekstremallar maydoni bir parametrga bog‘liq, fazoni to‘liq yoki qandaydir 

qismini qoplaydigan ixtiyoriy to‘g‘ri chiziqlar oilasini ifodalaydi. Bu maydonning 

transversallar oilasi esa uning egri chiziqlariga o‘tkazilgan ortogonallar oilasi bo‘ladi. 

2-misol. Agar quyidagi funksionalda 
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∫𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥, 

𝐹 funksional 𝑥 ga bog‘liq bo‘lmasa, unda funksional quyidagi akslantirishga 

bog‘liq invariant 

𝑥∗ = 𝑥 + 𝛼, 𝑦∗ = 𝑦 

bo‘ladi. 

Berilgan akslantirishga mos keluvchi kanonik sistemaning birinchi integrali 

mavjud bo‘lishi kerak. Bu birinchi integral 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 bo‘ladi. 

 
1-chizma (2.1.5- misolning yechimi uchun keltirilgan) 

Transversallar maydonini qurishda bu oilaning bitta chegarasini butunlay 

ixtiyoriy tanlashimiz mumkin. Bunday holda barcha transversallar oilasini yuqoridagi 

bobga asoslanib qurishimiz mumkin. Ayniqsa, bu egri chiziqqa nisbatan normallar 

oilasini qurib, ekstremallar maydoniga ega bo‘lamiz, barcha to‘g‘ri chiziqlarni teng 

kesmalarga bo‘lib, yoki bu holda 𝐼 integral o‘lchovi shunchaki egri chiziq uzunligi 

bo‘ladi, biz esa barcha egri chiziqli transversallar oilasiga ega bo‘lamiz (1 - chizma). 

Olingan egri chiziqlar ular (normallar kesmasi) orasidagi masofa doimiy o‘lchovni 

saqlashi kabi xususiyatga ega. 

Bunday egri chiziqlar oilasi parallel egri chiziqlar oilasi deyiladi. Bunday oilaga 

oddiy misol qilib, biror markazdan olingan konsentrik aylanalarni olish mumkin. 

Nihoyat, eslatib o‘tamizki, qaralayotgan masalani bir jinsli muhitda 

yorug‘likning tarqalishi kabi geometrik optika masalasi sifatida qarash mumkin. 

Bunday holda maydon ekstremali yorug‘lik nurlarini ifodalaydi, transversallar esa 

to‘lqin yuzasini, Ya’ni berilgan egri chiziqdan biror egri chiziqqacha yorug‘likning 

geometrik nuqtalar o‘rnida aynan bir vaqtda borishi bo‘ladi. 

Xususiy holda, agar yorug‘lik manbai nuqta bo‘lsa, unda to‘lqin yuzasi markazi 

shu nuqtada bo‘lgan konsentrik aylanalar bo‘ladi. 

3-misol. Integral minimum haqidagi masala uchun maydonni qaraymiz. 
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𝐼 = ∫
𝑑𝑠

𝑦
.

𝑥1

𝑥0

 

Yechish. Bu masalaning ekstremallar oilasi abssissalar o‘qidagi markazga ega 

aylanalar oilasi bo‘ladi: 

(𝑥 − 𝑐1)
2 + 𝑦2 = 𝑐2

2 

va koordinatalar o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziqlar. 

Bu oiladan 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) nuqta orqali o‘tuvchi ekstremallarni belgilaymiz, unda 

ekstremal tenglamasi quyidagicha bo‘lgan markaziy maydonga ega bo‘lamiz: 

(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑦0
2 + (𝑥0 − 𝑐)

2. 

Bu maydon uchun transversallar oilasini topamiz. Buning uchun egri chiziqli 

chiziqli integral bo‘lgani sabab, formuladan foydalanib, Θ(𝑥, 𝑦) funksiyani topamiz, 

unda integrallash yo‘liga bog‘liq emasligi sababli, 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) nuqta va 𝑀(𝑥, 𝑦) 

nuqtalarni bog‘lovchi ekstremalni olamiz. Bu holda, kuzatganimiz kabi, u asosiy 

integralga aylanadi, Ya’ni 

Θ(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑑𝑠

𝑦

(𝑥,𝑦)

(𝑥0,𝑦0)

. 

Oxirgi integralni hisoblash uchun, ekstremallar markazidan ekstremaldagi 

nuqtada tomon yo‘nalgan, radius bilan ifodalanadigan, integrallash burchagi 𝜑 

o‘zgaruvchini qo‘llaymiz, unda, agar 𝑅 radiusni anglatsa, 𝑐 - ekstremal markazining 

abssissasi bo‘lsa, o‘tish formulasi quyidagicha: 

𝑥 = 𝑐 + 𝑅 cos𝜑 , 𝑦 = 𝑅 sin𝜑, 

𝑑𝑠 = √𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 = 𝑅 𝑑𝜑. 

Bu yerdan 

Θ = ∫
𝑑𝜑

sin𝜑

𝜑

𝜑0

= [ln tg
𝜑

2
]
𝜑0

𝜑

= ln
tg
𝜑
2

tg
𝜑0
2

. 

Endi 𝜑 va 𝜑0 parametrlar bilan ifodalangan aynan transversal tenglamasini yoza 

olamiz: 

ln
tg
𝜑
2

tg
𝜑0
2

= 𝑎, 𝑡𝑔
𝜑

2
= 𝑎1tg

𝜑0
2
, 𝑎1 = 𝑒𝑎 > 0. 

Eslatib o‘tamizki, olingan transversal tenglamasi formasi ancha qulay, sababi, 

bu oilaning egri chiziqlarini chizishda qulay geometrik holatni beradi. Maydonning 

o‘zi 2 - chizmada berilgan. 
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2 - chizma. (4 - misolning echimi aniq bo‘lishi uchun) 

4-misol. Yuqoridagi ikki misolda ham transversallik sharti ortogonallik 

shartidan ixtiyoriy kelib chiqdi. Endi esa bunday bo‘lmaydigan misolni ko‘ramiz.  

Yechish. Minimum haqidagi masalaga ko‘ra 

𝐼 = ∫ 𝑦′2

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥 

funksional ekstremallar to‘g‘ri chiziqlar bo‘ladi, transversallik sharti esa: 

[𝑦′2 − 2𝑦′2]𝛿𝑦 + 2𝑦′𝛿𝑥 = 0,
𝛿𝑦

𝛿𝑥
= 2𝑦′, 

Ya’ni, maydonning har bir nuqtasida transversallarga urinmaning burchak 

koeffitsienti ekstremallarning burchak koeffitsientidan ikki marta kichik bo‘lishi 

kerak. 

Quyidagi orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar oilasini qaraymiz: 

𝑦 = 𝑚𝑥0. 

Bu variatsion masala uchun ekstremal maydonni akslantiradi. Endi bu 

maydonning transversallar oilasini topamiz. Yuqoridagilardan ketma-ket foydalanib, 

quyidagilarga ega bo‘lamiz: 

𝑦 = 𝑚𝑥, 𝑢 = 𝑚 =
𝑦

𝑥
,
𝜕Θ

𝜕𝑥
= 𝑢2 − 2𝑢2,

𝜕Θ

𝜕𝑦
= 2𝑢. 

Bundan 

Θ(𝑥1, 𝑦1) = ∫ −𝑢2𝑑𝑥

(𝑥1,𝑦1)

(0,0)

+ 2𝑢𝑑𝑦. 

𝑦 =
𝑦1

𝑥1
 ekstremal egri chiziq integrallanganini 𝑥 uchun olib, 

𝑢 =
𝑦1
𝑥1
, 𝑑𝑦 =

𝑦1
𝑥1
𝑑𝑥, 
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Θ(𝑥1, 𝑦1) = ∫ −(
𝑦1
𝑥1
)
2

𝑑𝑥

(𝑥1,𝑦1)

(0,0)

+ 2 (
𝑦1
𝑥1
)
2

𝑑𝑥 =
𝑦1
2

𝑥1
2 𝑥 ⌈

𝑥1
 
0
=
𝑦1
2

𝑥1
 

ekanligini topamiz.  

Shunday qilib, Θ(𝑥, 𝑦) =
𝑦2

𝑥
 bundan ko‘rinadiki, qaralayotgan transversallar 

oilasi 

𝑦2 = 𝑐𝑥, 

ya’ni, simmetriya o‘qi abssissalar o‘qida va uchi koordinatalar boshida bo‘lgan 

parabolalar oilasini tashkil etadi. 

Olingan maydonda transversallik sharti kuzatiladi va geometrik aniq yoki 

ma’lumki, parabolaga urinma nuqtasini uchi bilan bog‘lovchi to‘g‘ri chiziqdan ikki 

karra kichik burchak koeffitsientiga ega bo‘ladi. Aytish joizki, [1-7] maqolalarda 

hosila va differensiallarga oid bir qator teoremalar va qarshi misollar keng 

qo’llanilgan.  

Eyler-Lagranj hamda Gamilton-Yakobi tenglamalari [8-38] ilmiy maqolalarda 

keng ko’lamli qo’llanilgan. Xususan, singulyar integral tenglamalarni yechishda, 

gipergeometrik funksiyaning analitik davom ettirishda, yechimlarning mavjud va 

yagonaligini isbotlashda hamda Eyler integrallarini hisoblashda keng qo‘llanilgan. 
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