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Chizigli normalangan va vektor fazolarning tadbiglari hagida
(differensial va Shryodinger operatorlari misolida)

Sarvinoz Ismoil gizi Ikromova
Buxoro davlat universiteti

Annotatsiya: Magolada matematikaning muhim bo’limlaridan bo’lgan vektor
fazolar, chizigli normalangan fazolar, Evklid fazolari va Hilbert fazolari hagida
umumiy ma’lumotlar keltirilgan. Xususan, ularning ta’riflari, o’zaro bog’liglari va
ularga doir misollar bayon gilingan. Shu fazolarda o’rganilgan amaliy masalalar
(olmos panjarada aniglangan diskret Shryodinger operatorining spektral xossalari va
differensial operatorlarning tadbiglari) tahlil gilingan.
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On applications of normalized linear and vector spaces (as
examples of differential and Schrodinger operators)
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Abstract: The article provides general information about vector spaces, linear
normalized spaces, Euclidean spaces, and Hilbert spaces, which are important
branches of mathematics. In particular, their definitions, interrelationships, and
related examples are described. The practical problems studied in these spaces
(spectral properties of the discrete Schrodinger operator defined in the diamond grid
and applications of differential operators) were analyzed.
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Ma’lumki, zamonaviy matematikada vektor fazolar, chizigli normalangan
fazolar, Evklid fazolari va Hilbert fazolari muhim o’rin tutadi. Xususan, olmos
panjarada aniglangan diskret Shryodinger operatorining spektral xossalari va biologik
jarayonlarning matematik modellari bo’lgan xususiy hosilali differensial operatorlarni
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o’rganishda shu fazolar keng qo’llaniladi. Ushbuni inobatga olib, fazolar va ularga
doir misollarni hamda shu fazolarda o’rganilgan ilmiy ishlar tahlilini bayon gilamiz.
Chizigli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan
hisoblanadi. Quyida C bilan kompleks sonlar, R bilan hagigiy sonlar to’plamini
belgilaymiz.
Ta’rif 1. Agar elementlari Y.z bo’lgan L to’plamda quyida berilgan ikki
amal aniglangan bo’lsa:

. Ixtiyoriy ikkita XY €L

X+yel

elementga ularni yig’indisi deb ataluvchi aniq bir

X,y,Zel

element mos qo’yilgan bo’lib, ixtiyoriy elementlar uchun

1) XY =YX (kommutativlik xossasi),
2) X+(Y+2)=(X+¥)+Z (a5s0tsiativlik xossasi),
3) L da shunday € elementlar mavjud bo’lib, X+€=X (nolni mavjudligi),

4) shunday —X€L element mavjud bo’lib, X+*(X)=0 (qarama-garshi
elementni mavjudligi) aksiomalar bajarilsa;

1. Ixtiyoriy X €L elementlar va ixtiyoriy bo’lgan @ sonlar (2 €R yoki @ €C)

uchun x elementni @ songa ko’paytmasi deb ataladigan aniq bir &X € L elementlar

X,yeL

mos qgo’yilgan bo’lib, ixtiyoriy bo’lgan elementlar va ixtiyoriy @5 sonlar

uchun:
5) a(8X) =(a p)X,
6) 1- X=X,
7 (a+ B)x=ax+ BX,
g) a(x+y)=ax+ay

aksiomalari bajarilsa, L to’plamni chizigli fazo deb ataladi.

Ushbu ta’rifda kiritilgan birinchi va ikkinchi amallar mos ravishda yig’indilar va
sonlarga ko’paytirish amallari deb ataladi.

Ta’rifda foydalanilgan sonlar zaxirasida (xagigiy bo’lgan sonlarni R yoki
kompleks sonlarni C) bog’lig holda chizigli fazo hagigiy bo’lgan yoki kompleks
bo’lgan chizigli fazo deb ataladi.

Chiziqgli bo’lgan fazolarga bir gator misollar keltiramiz.

Misol 1. Ushbu L =R haqigiy sonlarni to’plami odatdagi qo’shish va
ko’paytirish amallarida nisbatan hagigiy chizigli fazoni tashkil giladi. L=C
kompleks sonlar to’plamini ham kompleks sonlarni ham qo’shish va ko’paytirish
amallarga nisbatan kompleks chiziqli fazo tashkil giladi.

Misol 2. L=F’ = X= (%X %), % €R,i=12,...,nj—n ta hagigiy sonlarni

tartiblangan guruxlari to’plami bo’lsin. Bu yerda, elementlarini qo’shish va songa
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ko’paytirish amallarini quyidagicha aniglaymiz: ixtiyoriy bo’lgan x =00, %1%, ) va
y=(%1Y20¥2) € R" | uchun
X+Yy= (x1 TV X Yo X, + yn)’ (1)

aXZ(OlXanz’""axn) (2)

R" - to’plamni (1) va (2) tengliklari bilan aniglangan go’shishni va songa
ko’paytirish amallariga nisbatan haqigiy bo’lgan chizigli fazo tashkil giladi va uni
n — o’lchamli haqiqiy bo’lgan chizigli fazo deb ataladi.

L=C"={z=(2,2,,...2,), z, €C,k=12...,n}

Misol 3. . Ushbu yerda
ham elementlarni songa ko’paytirish va qo’shish amallarini (1) va (2) tengliklar

ko’rinishida aniglanadi. c". to’plam kompleks chizigli fazodir va u n- o’lchamli
kompleks chizigli fazo deb ataladi.

Misol 4. L=Clabl-[abl ga aniglangan uzluksiz bo’lgan funksiyalar
to’plami. Funksiyani go’shish va funksiyalarni sonlarga ko’paytirish amallarini mos
ravishda

(F+a)(0=f(0+900 (3
hamda
(e F)(x)=ex F(x) 4)
ko’rinishida aniglanadi. (3) va (4) tenglik bilan aniglangan songa ko’paytirish va
go’shish amallarini chizigli fazoni 1-8 aksiomalarni ganoatlantiradi. Bundaan kelib

chigadiki, Cla,b] bu to’plam chizigli fazo tashkil gilar ekan.

Ta’rif 2. Bizlarga L va L chizigli bo’lgan fazolar berilgan bo’lsin va agar bu
fazolar o’rtasida o’zaro bir gqiymatli mosliklar o’rnatish mumkin bo’lib,
X<>X*  va yoVy, (xyel, xy-el*)
ekanligidan esa
X+YyeoX*+y*  va ax<oay*, (a—ixtiyoriyson)

bo’lishi kelib chigsa, u holda L va L chizigli fazolarni o’zaro izomorf bo’lgan
fazolar deyiladi.

Izomorf bo’lgan fazolarni bitta fazoning turli xil ko’rinishlari deb qarash
mumkin.

Chizigli fazolarda elementlarni bir-biriga yaqinligi degan tushunchalar yo’q.
Ko’pgina amaliy masalalar xal gilishga elementlarni qo’shish hamda ularni songa
ko’paytirish amallaridan tashqari, elementlari orasidagi masofa va ularni yaqinligi
tushunchasini kiritishga to’g’ri keladi. Bu normalangan chizigli fazo tushunchasiga
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olib keldi. Normalangan fazolar nazariyasi Banax S. va boshga bir gator olim
matematiklar tomonidan keng ko’lamli rivojlantirilgan.

Ta’rif 3. L - chizigli fazo va unga aniglangan P funktsional berilgan bo’lsin.
Agar P quyida keltirilgan uchta shartlarni ganoatlantirsa, unga norma deyiladi:

1) p(x)>0, ¥xelL; p(x)=0<=x=86;

2) P(@) =[alp(x), vaeC, vxelL.
3) POX+Y)<p()+p(y), Vxyel

Ta’rif 4. Norma kiritilgan chizigli fazo L chizigli normalanngan fazo deyiladi va

X €L elementni normasi H X H kabi belgilanadi.

X,yel

L - normalangan fazoda elementlarni jufti uchun

px.y)=[x-y|

son mos qo’yilsa va £ funktsional ushbu metrikaning birinchi-uchinchi
aksiomalarini ganoatlantiradi (yuqorida keltirilgan ta’rifga qgarang). Metrika
aksiomalarini bajarilishi normani birinchi-uchinchi shartlardan bevosita kelib
chiggadi. Demak, xar ganday chizigli normalanngan fazoni metrik fazo sifatiga
garash mumkin bo’ladi. Metrik fazolarda o’rinli barcha tasdig (ma’lumot) chizigli
normalanngan fazolarda xam o’rinli.

Chizigli bo’lgan fazolarda norma kiritishni chuqur o’rganilgan usullaridan biri
bu, unda skalyar ko’paytmani Kiritish hisoblanadi.

Ta’rif 5. L xaqigiy chizigli fazo berillgan bo’lsin. Agarda LxL Dekart
ko’paytmada aniglangan P funktsional qguyida keltirilgan 4 ta shartlarni

ganoatlantirsa:
1) p(x,X) >0, ¥xel; p(x,x)=0<=x=40,

2) P(XY)=p(y, %), VX yel;
3) Plax,y)=ap(xy), VaeR, vxyelL.
4) P(X +X,, ¥) = P(X, Y) + P(X, Y), VX, X%, Ve L’

bunga skalyar ko’paytma deb ataladi.
Ta’rif 6. Skalyar ko’paytma kiritillgan chizigli fazo- Evklid fazosi deb ataladi va

XY elementlarni skalyar ko’paytmasi P(x,y)=(xy) kabi belgilanadi.
Evklid fazosida X elementni normasi

| x[ =+ (x,X) (5)

formula bilan aniglanadi. Bu funktsional norma aksiomalarini ,archasini
ganoatlantiradi. Skalyar ko’paytmani birinchi-to’rtinchi shartlaridan normani
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birinchi-ikkimchi shartlari bevosita kelib ham chigadi. Uchburchak aksiomasini
bajarilishi esa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataluvchi quyidagi

X Y)S|X|
‘( Y)‘ [x[-[ y] (6)
tengsizlikdan kelib chigadi.
Endi ushbu (6) tengsizlikni, ya’ni Koshi-Bunyakovsskiy tengsizligini
isbotlaymiz. 4 € R ni barcha giymatlarida nomanfiy kvadrat uchhadlarni garaymiz:
#(A)=(Ax+y,Ax+y)=2(x,x)+24(x,y)+(y,y)= 2| x| +24(x,y)+| sz_
Bu kvadrat uchhadni diskriminanti esa musbat emas, ya’ni
D=4[(x,y)f -4|x||y[* <0
Demak
[P <X [Y1 g 63D <[]y
Endi (5) da norma uchun uchburchak aksiomasini bajarilishini ko’rsatib o’tamiz:
Dy [F=(x Y y) = () + 2%, y)+ (yy) <
<|xP+2x|y [+ ]y [ =(x[+]y]]".
Bundan
[x+yl<x|+]yl.
Shuni gayta ta’kidlaymizki, Evklid fazossida yig’indi, songa ko’paytirish va
skalyar ko’paytma amallari uzluksizdir, ya’ni agar *» =% ¥» =¥ (norma bo’yicha

yaginlashish ma’nosida), n = ¢ (sonli ketma-ketlik sifatida) bo’lsa, u holda
X +Y, >X+y, ax —oax, (x,y.)—=>(xy)

Bizlarni asosan to’la bo’lgan Evklid fazosi giziqgtiradi.

Ta’rif 7. Ushbu E Evklid fazosi H XH: V(X’X) normaga nisbbatan to’la bo’lsa, u
to’la Evklid fazolari deyiladi.

To’la Evklid fazolarini garashni davom ettiramiz. Bizlarni asosan cheksiz
o’lchamli bo’lgan Evklid fazolari gizigtirradi, chunki chunki chekli o’Ichamli Evklid

fazolari R" fazoga izomorf.
Ta’rif 8. Cheksiz o’Ichamli to’la Evklid fazosiga Hilbert fazosi deyiladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy bo’lgan tabiatli f.9,9,... elementlarni H to’plami
Hilbert fazosi bolsa, u quyidagi keltirilgan uchta shartlarni ganoatlantiradi:

1) H - bu Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko’paytma kiritilgan chizigli fazo
bo’ladi;

2) pxy)=(x=y.x=y) metrika ma’nosida H fazo - to’la fazo;
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3) H fazo - cheksiz o’Ichamlii, ya’ni bunda cheksiz elementli chizigli erkli
sistema mavjuddir.

Odatda separabel bo’Igan Hilbert fazolari garaladi, ya’ni H ning hamma yerida
zich bo’lgan sanoqgli to’plam mavjud.

Bundan keyin biz asosan, fagat va faqgat separabel bo’lgan Hilbert fazolarni
garaymiz.

Misol 5. C.la,b] Evklid fazosi to’la emas (yuqgorida keltirilgan misollarga

garang), shu uchun C.la.b] Hilbert fazosi bo’lolmaydi.

Misol 2. ly va L,[a,b] fazolar cheksiz o’lchamli to’la separabel Evklid fazolari
hisoblanadi (bo’lgan misollarga garang). Shu uchun ular Hilbert fazolari bo’la oladi.

Ta’rif 9. Agar R va R™ Evklid fazolarii o’rtalarida o’zaro bir giymatli moslik
o’rnatish mumkin bo’lib,
XX, yovy', XyeR, X, y*eR*
ekanligidan
X+ Y X*+Hy*,  AxoAx* va  (x,y)=(x*y*)

munosabatlar kelib chigsa, u holdaR va R lar izomorf fazolar deyiladi.

Boshgacha qilib aytganda, Evklid fazolarini izomorffligi shundan iboratki,
ushbu fazolar o’rtasida 0’zaro bir giymatli mosliklar mavjud bo’lib, ushbu moslik shu
fazolardagi chizigli amallarni va ulardagi skalyar ko’paytmani saglaydi.

Ma’lumki, N - o’Ichamli ikkita Evklid fazolari 0’zaro izomorf bo’ladi. Cheksiz

o’lchamli Evklid fazolari o’zaro izomorf bo’lishi shart emas. Bunga misol, t2 va

EZ to’la, C,[a,b] fazo esa to’la emas.

C.la.b] fazolari 0’zaro izomorf emas, chunki
Quyidagi teorema o’rinli.
Teorema 1. Ixtiyoriy ikkita separabel Hillbert fazolari 0’zaro izomorfdir.

Ta’rif 10. Agar ushbu H Hilbert fazosini ixtiyoriy elementi feH

f=h+h', heM, heM™
ko’rinishida tasvirlansa, u holda ushbu H Hilbert fazosi 0’zaro ortogonal M va
M+ gism fazolarni to’g’ri yig’indisiga yoyilgan deyilib va
H=M@&M"

ko’rinishida yoziladi.
To’g’ri yig’indilarni chekli yoki sanogli sonlardagi gism fazolar uchun ham

umumlashtirilishi mumkin, ya’ni H o’zini MM, My, gism fazolarini
to’g’ri (ta’rif asosida) yig’indisiga yoyilgan deyiladi, agarda quyidagi ikkita shart
bajarilsa:
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a) M; gismiy fazolar juft-jufti bilan o0’zaro ortogonaldir, ya’ni M; dagi ixtiyoriy
bo’lgan vektor My dagi ixtiyoriy vektorga ortogonal, ik

b) ixtiyoriy f € H Hilbert fazosi elementi
f=h+h+.+h +.., heM,6 n=12..

ko’rinishda tasvirlanadi, agarda qo’shiluvchilari soni cheksiz bo’lsa,

(7)

& 2
2[h. |
n=1
H=i@Mn
gator yaginlashuvchi bo’ladi. Ushbu holda n=1 ko’rinishida yoziladi.

Osongina ko’rsatish mumkinki, Hilbert fazosidagi f uchun (7) yoyilma mavjud
bo’lsa, u yagona bo’ladi va

17 =220

Qism fazolarni to’g’ri yig’indisi bilan bir gatorlarda chekli bo’lgan yoki sanoqli

sonlardagi Hilbert fazosining to’g’ri yig’indisi xaqgida xam gapirsa bo’ladi. Agar H,

va H, lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo’lsa, u holda ularning to’g’ri yig’indisi

H=H,®H, quyidagiccha aniglanadi: ~H  fazoni elementlari  barcha
(h,h,), heH, h,eH

esa quyidagicha kiritiladi:
((hl’h2)7(h'1’h|2)): (hl’hll)Hl +(h2’h'2)H2 , h,hieH,, h, I, e Hz_

Hi, H,,. 0 H, Hilbert fazosining to’g’ri yig’indisi xam

2 juftlikdan iborat. H=H,®H, da skalyar ko’paytma

Chekli sonlardagi
xuddi shuningdek aniglanadi.

Sanogli sondagi HiHoHovee Hilbert fazolarini to’g’ri yig’indisi esa
H=> ®H,
n=1 quyidagidek aniglanadi:

H :{h = (huhynhy) hoeHL Yh | <+oo}
n=1

H Hilbert fazosida skalyar ko’paytma quyidagicha kiritiladi

o0

(hg)=>(h,.9,), h=(h,h,...h,...), 9=(9,.9,.....9,.--) h,.9,€eH,

n=1 .
Xulosa gilib, shuni aytish mumkinki, yuqorida bayon qilib o’tilgan fazolar
olmos panjarada aniglangan diskret Shryodinger operatorining spektral xossalari va
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biologik populyatsiyaning matematik modelaridan biri bo’lgan xususiy hosilali
differensial tenglamalarni o’rganishda muhim rol’ o’ynaydi. Xususan, [1-3]
magolalarda olmos panjarada aniglangan diskret Shryodinger operatorining spektral
xossalari va [4-32] ilmiy izlanishlarda esa xususiy hosilali differensial tenglamalar
o’rganilgan. Aytish joizki, hozirgi zamonaviy matematika magolada aytib o’tilgan -
vektor fazolar, chizigli normalangan fazolar, Evklid fazolari va Hilbert fazolarining
o’rni kattadir. Chunki, aksariyat o’rganilayotgan amaliy masalalar shu fazolarda
ko’rib chigiladi. Bu esa hozirgi vagtdagi eng muhim va eng dolzarb masalalardir.
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