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Ma’lumki, zamonaviy matematikada vektor fazolar, chiziqli normalangan 

fazolar, Evklid fazolari va Hilbert fazolari muhim o’rin tutadi. Xususan, olmos 

panjarada aniqlangan diskret Shryodinger operatorining spektral xossalari va biologik 

jarayonlarning matematik modellari bo’lgan xususiy hosilali differensial operatorlarni 
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o’rganishda shu fazolar keng qo’llaniladi. Ushbuni inobatga olib, fazolar va ularga 

doir misollarni hamda shu fazolarda o’rganilgan ilmiy ishlar tahlilini bayon qilamiz. 

Chiziqli fazo tushunchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalardan 

hisoblanadi. Quyida C  bilan kompleks sonlar, R  bilan haqiqiy sonlar to’plamini 

belgilaymiz. 

Ta’rif 1. Agar elementlari zy,x, ,… bo’lgan L  to’plamda quyida berilgan ikki 

amal aniqlangan bo’lsa: 

I. Ixtiyoriy ikkita Lyx,   elementga ularni yig’indisi deb ataluvchi aniq bir 

Lyx +  element mos qo’yilgan bo’lib, ixtiyoriy Lzyx, ,  elementlar uchun 

1) xyyx +=+  (kommutativlik xossasi), 

2) zyxzyx ++=++ )()(  (assotsiativlik xossasi), 

3) L da shunday   elementlar mavjud bo’lib, xx =+  (nolni mavjudligi), 

4) shunday Lx−  element mavjud bo’lib, =−+ )( xx  (qarama-qarshi 

elementni mavjudligi) aksiomalar bajarilsa; 

II. Ixtiyoriy Lx  elementlar va ixtiyoriy bo’lgan   sonlar ( R  yoki C ) 

uchun x elementni   songa ko’paytmasi deb ataladigan aniq bir Lx  elementlar 

mos qo’yilgan bo’lib, ixtiyoriy bo’lgan Lyx,   elementlar va ixtiyoriy  ,  sonlar 

uchun: 

5) ,xx )()(  =   

6) xx =1 ,  

7) 
( ) ,xxx  +=+

  

8) 
( ) yxyx  +=+

  

aksiomalari bajarilsa, L  to’plamni chiziqli fazo deb ataladi. 

Ushbu ta’rifda kiritilgan birinchi va ikkinchi amallar mos ravishda yig’indilar va 

sonlarga ko’paytirish amallari deb ataladi. 

Ta’rifda foydalanilgan sonlar zaxirasida (xaqiqiy bo’lgan sonlarni R  yoki 

kompleks sonlarni C) bog’liq holda chiziqli fazo haqiqiy bo’lgan yoki kompleks 

bo’lgan chiziqli fazo deb ataladi. 

Chiziqli bo’lgan fazolarga bir qator misollar keltiramiz. 

Misol 1. Ushbu R=L  haqiqiy sonlarni to’plami odatdagi qo’shish va 

ko’paytirish amallarida nisbatan haqiqiy chiziqli fazoni tashkil qiladi. CL =  

kompleks sonlar to’plamini ham kompleks sonlarni ham qo’shish va ko’paytirish 

amallarga nisbatan kompleks chiziqli fazo tashkil qiladi. 

Misol 2.   nn,,,i,Rx,x,,xxxR in

n −===  21 ),(L 21  ta haqiqiy sonlarni 

tartiblangan guruxlari to’plami bo’lsin. Bu yerda, elementlarini qo’shish va songa 
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ko’paytirish amallarini quyidagicha aniqlaymiz: ixtiyoriy bo’lgan 
( )nxxxx ...,,, 21=

 va 

( ) n

n Ryyyy = ...,,, 21  lar uchun 

( ),...,,, 2211 nn yxyxyxyx +++=+
  (1) 

( )nxxxx  ...,,, 21= .   (2) 
nR  - to’plamni (1) va (2) tengliklari bilan aniqlangan qo’shishni va songa 

ko’paytirish amallariga nisbatan haqiqiy bo’lgan chiziqli fazo tashkil qiladi va uni 

𝑛 − o’lchamli haqiqiy bo’lgan chiziqli fazo deb ataladi. 

Misol 3. 
( ) nkCzzzzzCL kn

n ,...,2,1,,...,,, 21 ===
. Ushbu yerda 

ham elementlarni songa ko’paytirish va qo’shish amallarini (1) va (2) tengliklar 

ko’rinishida aniqlanadi. 
nC  - to’plam kompleks chiziqli fazodir va u n- o’lchamli 

kompleks chiziqli fazo deb ataladi. 

Misol 4. ],[],[ babaCL −=  da aniqlangan uzluksiz bo’lgan funksiyalar 

to’plami. Funksiyani qo’shish va funksiyalarni sonlarga ko’paytirish amallarini mos 

ravishda  

)()()()( xgxfxgf +=+  (3) 

hamda   

( )( ) ( )xfxf  =   (4) 

ko’rinishida aniqlanadi. (3) va (4) tenglik bilan aniqlangan songa ko’paytirish va 

qo’shish amallarini chiziqli fazoni 1-8 aksiomalarni qanoatlantiradi. Bundaan kelib 

chiqadiki, 
],[ baC

 bu to’plam chiziqli fazo tashkil qilar ekan. 

Ta’rif 2. Bizlarga L  va 
*L  chiziqli bo’lgan fazolar berilgan bo’lsin va agar bu 

fazolar o’rtasida o’zaro bir qiymatli mosliklar o’rnatish mumkin bo’lib, 

( )*L*y*,x,Ly,x*,yy*xx  va  
ekanligidan esa 

( )sonixtiyoriyva −++  *,yx*y*xyx  

bo’lishi kelib chiqsa, u holda L  va 
*L  chiziqli fazolarni o’zaro izomorf bo’lgan 

fazolar deyiladi. 

Izomorf bo’lgan fazolarni bitta fazoning turli xil ko’rinishlari deb qarash 

mumkin. 

Chiziqli fazolarda elementlarni bir-biriga yaqinligi degan tushunchalar yo’q. 

Ko’pgina amaliy masalalar xal qilishga elementlarni qo’shish hamda ularni songa 

ko’paytirish amallaridan tashqari, elementlari orasidagi masofa va ularni yaqinligi 

tushunchasini kiritishga to’g’ri keladi. Bu normalangan chiziqli fazo tushunchasiga 
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olib keldi. Normalangan fazolar nazariyasi Banax S. va boshqa bir qator olim 

matematiklar tomonidan keng ko’lamli rivojlantirilgan. 

Ta’rif 3. L  - chiziqli fazo va unga aniqlangan p  funktsional berilgan bo’lsin. 

Agar p  quyida keltirilgan uchta shartlarni qanoatlantirsa, unga norma deyiladi:  

1) ;0)(;,0)( == xxpLxxp   

2) 
LxCaxpaaxp = ,),()(

; 

3) Lyxypxpyxp ++ ,),()()( . 

Ta’rif 4. Norma kiritilgan chiziqli fazo L chiziqli normalanngan fazo deyiladi va 

Lx  elementni normasi 
x

 kabi belgilanadi. 

L  - normalangan fazoda Lyx ,  elementlarni jufti uchun 

( ) yxyx −=,
 

son mos qo’yilsa va   funktsional ushbu metrikaning birinchi-uchinchi 

aksiomalarini qanoatlantiradi (yuqorida keltirilgan ta’rifga qarang). Metrika 

aksiomalarini bajarilishi normani birinchi-uchinchi shartlardan bevosita kelib 

chiqqadi. Demak, xar qanday chiziqli normalanngan fazoni metrik fazo sifatiga 

qarash mumkin bo’ladi. Metrik fazolarda o’rinli barcha tasdiq (ma’lumot) chiziqli 

normalanngan fazolarda xam o’rinli. 

Chiziqli bo’lgan fazolarda norma kiritishni chuqur o’rganilgan usullaridan biri 

bu, unda skalyar ko’paytmani kiritish hisoblanadi. 

Ta’rif 5. L  xaqiqiy chiziqli fazo berillgan bo’lsin. Agarda LL  Dekart 

ko’paytmada aniqlangan p  funktsional quyida keltirilgan 4 ta shartlarni 

qanoatlantirsa: 

1) ;0),(;,0),( == xxxpLxxxp   

2) ;,),,(),( Lyxxypyxp =  

3) LyxRyxpyxp = ,,),,(),(  ;  

4) 
Lyxxyxpyxpyxxp +=+ ,,),,(),(),( 212121 , 

bunga skalyar ko’paytma deb ataladi. 

Ta’rif 6. Skalyar ko’paytma kiritillgan chiziqli fazo- Evklid fazosi deb ataladi va 

yx,  elementlarni skalyar ko’paytmasi 
),(),( yxyxp =

 kabi belgilanadi. 

Evklid fazosida x  elementni normasi 

( )xxx ,=
  (5) 

formula bilan aniqlanadi. Bu funktsional norma aksiomalarini ,archasini 

qanoatlantiradi. Skalyar ko’paytmani birinchi-to’rtinchi shartlaridan normani 
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birinchi-ikkimchi shartlari bevosita kelib ham chiqadi. Uchburchak aksiomasini 

bajarilishi esa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataluvchi quyidagi  

( ) yxyx ,
  (6) 

tengsizlikdan kelib chiqadi. 

Endi ushbu (6) tengsizlikni, ya’ni Koshi-Bunyakovsskiy tengsizligini 

isbotlaymiz. R  ni barcha qiymatlarida nomanfiy kvadrat uchhadlarni qaraymiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2222 22 yy,xxy,yy,xx,xyx,yx ++=++=++= 
. 

Bu kvadrat uchhadni diskriminanti esa musbat emas, ya’ni 

( )  .04,4
222
−= yxyxD

 
Demak  

( )  222
, yxyx 

, ya’ni 
( ) yxy,x 

. 

Endi (5) da norma uchun uchburchak aksiomasini bajarilishini ko’rsatib o’tamiz: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .yxyyxx

y,yy,xx,xyx,yxyx

222

2

2

2

+=++

++=++=+

 
Bundan 

.yxyx ++
 

Shuni qayta ta’kidlaymizki, Evklid fazossida yig’indi, songa ko’paytirish va 

skalyar ko’paytma amallari uzluksizdir, ya’ni agar ,xxn →  yyn →  (norma bo’yicha 

yaqinlashish ma’nosida),  →n  (sonli ketma-ketlik sifatida) bo’lsa, u holda 

( ) ( )y,xy,x,xx,yxyx nnnnnn →→+→+  . 

Bizlarni asosan to’la bo’lgan Evklid fazosi qiziqtiradi. 

Ta’rif 7. Ushbu E  Evklid fazosi 
( )xxx ,=

 normaga nisbbatan to’la bo’lsa, u 

to’la Evklid fazolari deyiladi. 

To’la Evklid fazolarini qarashni davom ettiramiz. Bizlarni asosan cheksiz 

o’lchamli bo’lgan Evklid fazolari qiziqtirradi, chunki chunki chekli o’lchamli Evklid 

fazolari 
nR  fazoga izomorf. 

Ta’rif 8. Cheksiz o’lchamli to’la Evklid fazosiga Hilbert fazosi deyiladi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy bo’lgan tabiatli 
,,, gf

 elementlarni H  to’plami 

Hilbert fazosi bolsa, u quyidagi keltirilgan uchta shartlarni qanoatlantiradi: 

1) H  - bu Evklid fazosi, ya’ni skalyar ko’paytma kiritilgan chiziqli fazo 

bo’ladi; 

2) 
( ) ( )yxyxyx −−= ,,

 metrika ma’nosida H  fazo - to’la fazo; 
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3) H  fazo - cheksiz o’lchamlii, ya’ni bunda cheksiz elementli chiziqli erkli 

sistema mavjuddir. 

Odatda separabel bo’lgan Hilbert fazolari qaraladi, ya’ni H  ning hamma yerida 

zich bo’lgan sanoqli to’plam mavjud. 

Bundan keyin biz asosan, faqat va faqat separabel bo’lgan Hilbert fazolarni 

qaraymiz. 

Misol 5. ],[2 baC  Evklid fazosi to’la emas (yuqorida keltirilgan misollarga 

qarang), shu uchun ],[2 baC  Hilbert fazosi bo’lolmaydi. 

Misol 2. 2  va ],[2 baL  fazolar cheksiz o’lchamli to’la separabel Evklid fazolari 

hisoblanadi (bo’lgan misollarga qarang). Shu uchun ular Hilbert fazolari bo’la oladi. 

Ta’rif 9. Agar R  va 
*R  Evklid fazolarii o’rtalarida o’zaro bir qiymatli moslik 

o’rnatish mumkin bo’lib, 

*R*y*,x,Ry,x*,yy*,xx   
ekanligidan 

( ) ( )**,,**,* yxyxvaxxyxyx =++   

munosabatlar kelib chiqsa, u holda R  va 
*R  lar izomorf fazolar deyiladi. 

Boshqacha qilib aytganda, Evklid fazolarini izomorffligi shundan iboratki, 

ushbu fazolar o’rtasida o’zaro bir qiymatli mosliklar mavjud bo’lib, ushbu moslik shu 

fazolardagi chiziqli amallarni va ulardagi skalyar ko’paytmani saqlaydi. 

Ma’lumki, n  - o’lchamli ikkita Evklid fazolari o’zaro izomorf bo’ladi. Cheksiz 

o’lchamli Evklid fazolari o’zaro izomorf bo’lishi shart emas. Bunga misol, 2  va 

],[2 baC  fazolari o’zaro izomorf emas, chunki 2  to’la, ],[2 baC  fazo esa to’la emas.  

Quyidagi teorema o’rinli. 

Teorema 1. Ixtiyoriy ikkita separabel Hillbert fazolari o’zaro izomorfdir. 

Ta’rif 10. Agar ushbu H  Hilbert fazosini ixtiyoriy elementi Hf    
⊥+= MhMhhhf ',,'  

ko’rinishida tasvirlansa, u holda ushbu H  Hilbert fazosi o’zaro ortogonal M  va 

⊥M  qism fazolarni to’g’ri yig’indisiga yoyilgan deyilib va  
⊥= MMH  

ko’rinishida yoziladi. 

To’g’ri yig’indilarni chekli yoki sanoqli sonlardagi qism fazolar uchun ham 

umumlashtirilishi mumkin, ya’ni H  o’zini 
 ,,,, 21 nMMM

 qism fazolarini 

to’g’ri (ta’rif asosida) yig’indisiga yoyilgan deyiladi, agarda quyidagi ikkita shart 

bajarilsa:  

"Science and Education" Scientific Journal / Impact Factor 3.848 April 2023 / Volume 4 Issue 4

www.openscience.uz / ISSN 2181-0842 39



a) iM  qismiy fazolar juft-jufti bilan o’zaro ortogonaldir, ya’ni iM  dagi ixtiyoriy 

bo’lgan vektor kM  dagi ixtiyoriy vektorga ortogonal, ki  ;  

b) ixtiyoriy Hf  Hilbert fazosi elementi  

,2,1,...,...21 =++++= nMhhhhf nnn   (7)  

ko’rinishda tasvirlanadi, agarda qo’shiluvchilari soni cheksiz bo’lsa,  




=1

2

n
nh

 

qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Ushbu holda 



=

=
1n

nMH

 ko’rinishida yoziladi. 

Osongina ko’rsatish mumkinki, Hilbert fazosidagi f  uchun (7) yoyilma mavjud 

bo’lsa, u yagona bo’ladi va 




=

=
1

22

n

nhf

. 

Qism fazolarni to’g’ri yig’indisi bilan bir qatorlarda chekli bo’lgan yoki sanoqli 

sonlardagi Hilbert fazosining to’g’ri yig’indisi xaqida xam gapirsa bo’ladi. Agar 1H
 

va 2H
 lar ixtiyoriy Hilbert fazolari bo’lsa, u holda ularning to’g’ri yig’indisi 

21 HHH =
 quyidagiccha aniqlanadi: H  fazoni elementlari barcha 

( ) 221121 ,,, HhHhhh 
 juftlikdan iborat. 21 HHH =

 da skalyar ko’paytma 

esa quyidagicha kiritiladi: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 22211122112121 ',,',,',',',',,
21

HhhHhhhhhhhhhh
HH

+=
. 

Chekli sonlardagi nHHH ,,, 21 
 Hilbert fazosining to’g’ri yig’indisi xam 

xuddi shuningdek aniqlanadi. 

Sanoqli sondagi  ,,,, 21 nHHH  Hilbert fazolarini to’g’ri yig’indisi esa




=

=
1n

nHH

 quyidagidek aniqlanadi: 

( )








+== 


=1

2

21 ,,,...,...,,
n

nnnn hHhhhhhH

. 

H  Hilbert fazosida skalyar ko’paytma quyidagicha kiritiladi 

( ) ( ) ( ) ( ) nnnnn

n

nn Hghgggghhhhghgh ===


=

,,,...,...,,,,...,...,,,,, 2121

1 . 

Xulosa qilib, shuni aytish mumkinki, yuqorida bayon qilib o’tilgan fazolar 

olmos panjarada aniqlangan diskret Shryodinger operatorining spektral xossalari va 
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biologik populyatsiyaning matematik modelaridan biri bo’lgan xususiy hosilali 

differensial tenglamalarni o’rganishda muhim rol’ o’ynaydi. Xususan, [1-3] 

maqolalarda olmos panjarada aniqlangan diskret Shryodinger operatorining spektral 

xossalari va [4-32] ilmiy izlanishlarda esa xususiy hosilali differensial tenglamalar 

o’rganilgan. Aytish joizki, hozirgi zamonaviy matematika maqolada aytib o’tilgan - 

vektor fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid fazolari va Hilbert fazolarining 

o’rni kattadir. Chunki, aksariyat o’rganilayotgan amaliy masalalar shu fazolarda 

ko’rib chiqiladi. Bu esa hozirgi vaqtdagi eng muhim va eng dolzarb masalalardir. 
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