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Annotatsiya: Ushbu magolada Hardi tengsizligi, Hardi tengsizligi hagida
dastlabki tushunchalar, Hardi tengsizligi tadbig‘iga oid dastlabki masalalar, bugunga
gadar ilmiy-izlanishlar natijasi keltirilgan. Shu bilan bir gqatorda Hardi tengsizligining
parametri uchunmuhim baholashlar keltirib chigarilgan.
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Ushbu magolada Hardi tengsizligi, Diskret Hardi operatori, ularning go‘llanilish
sohalari o‘rganilgan. Diskret Hardi operatorini o‘rganishimiz uchun avvalo uni
funksional va garmonik tahlil gilishimiz kerak bo‘ladi. Xususan so‘nggi yillarda Hardi
tengsizligini o°‘rganish bo‘yicha ko‘pgina yutuqglarga erishildi. Diskret Hardi operatori
mavzusi shular jJumlasidandir [1-12]. Ushbu borada bugungi kungacha o‘rganilgan bir
nechta masalalarni ko‘rib chigamiz va tahlil gilamiz. Hardi tengsizligidan foydalangan
holda turli sohalar, xususan chizigli integral tenglamalar, operatorlar nazariyasi,
operatorlarni chizigli va chegaralanganlikka tekshirishda [4-6] muhim natijalarga
erishilgan. Dastlabki qo‘yilgan masalalardan biri, bu bir o‘lchovli Hardi tipidagi
tengsizlikning hagigiyligi va uning oddiy differensial tenglamaning yechilishi
orasidagi bog‘ligliglikni ifodalovchi Gurka masalasi hisoblanadi. Gurkaning natijalari
Bisak, Kafner va Tribel Mukenhaptlarning kopgina ishalariga asoslangan edi [13-18].
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Gurka o‘zining ilmiy izlanishlari natijasida olgan natijasini ifodalash uchun zarur
bo‘lgan tushunchalarni kiritamiz:
v(x) funksiyani Vxe(0,a) nuqtada birinchi tartibli hosilasi mavjud deb faraz

qilib, v(x) uchun ushbu munosabat o‘rinli bo‘lsin
&

fvl‘p*(x)dx < 40 (2)
0
(1) munosabatda €€(0,a) bo‘lib, bu yerda p*, p ning konjugant soni
hisoblanib, quyidagicha aniglanadi:
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—+—=1
P P

y > 0 munosabatni ganoatlantiruvchi y(x) yechimga ega ushbu tenglama
berilgan bo‘lsin:

dp 4 q qa
Y 2= [PP @@ @) |+ u@yP () =0 (3)

(3) tenglamada u(x) lokal uzluksiz hamda birinchi tartibli hosilaga ega funksiya
bo‘lib, (3) tenglama uchun quyidagi munosabatlar bajarilsin.

y(x)>0,y'(x) >0(0<x<a).

Agar doimiy uzluksiz bo‘lgan C, > 0 soni va (0, a) oraligda mutlago uzluksiz
bo‘lgan f(0) = ltir% f(t) =0 tenglik o’rinli bo’lladigan barcha f(x) funksiyalar
olinganda tengsizlikning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

1

"=

a D a
flf(X)Iqu(x)dx < Co flf’(x)l”v(X)dx (4)
0 0

Bu shart bir o‘Ichovli uzluksiz Hardi tipidagi tengsizlikning haqiqiyligi uchun
zaruriy va Yyetarlilik sharti hisoblanadi. Birog, Gurka o‘z natijasi bo‘lmish (4)
munosabatdagi C, ning optimal uzliuksiz ekanligini isbotlay olmadi. Gurkaning
g‘oyasi va (4) dan foydalanib, Gussoub va Moradifanlar n o‘lchovli tengsizlikning
haqiqiyligi uchun shartlarni keltirib chigardilar. Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki bu
shartlar fagat p = g = 2 bo‘lgandagina o‘rinli edi [19-23]. Bu shartlarning asosiy
natijasi quyidagi teooremaga olib keladi. Bz {x} belgilash orqgali markazi xeR™ nuqtada
bo‘lgan Rradiusli (0 < R < +4+), R™ da (n>1) aniglangan aylana chizig’ini
ifodalaymiz.

Teorema 1. Ixtiyoriy musbat radial V va W funksiyalar , C* fazoda
Br{0} bo‘yicha aniglangan bo‘Isin

Faraz qilaylik,
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a a

1 1
fr"‘lv(r) dr +00,j () dr <o => 0<a<
0 0

Munosabatlar bajarilib, ushbu oddiy differensial tenglama:
., n—-1 V') , W{(r)
[0, R] oraligda musbat aniglangan bo‘lsin (ba’zan y(R)=0 bo‘lishi ham mumkin),
u holda y(x) funksiya uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi:

j W()u?(x)dx < jV(x)IVu(x)Ide (6)
By By

Barcha u € C;°(Bg) ga tegishli bo’lgan nuqtalarda o’rinli.

Endi keyingi misolni ko‘raylik. Ikkinchi misol Hardi tipidagi tengsizlikda optimal
o‘zgarmaslarga erishgan har ganday funksiya xususiy bo‘lmagan giymat tenglamasini
ganoatlantirishini isbotlashdir. Buni ko‘rib chigish uchun bir marta uni eng yuqori
chegarasi:

1
((follu(x)lqu)q \
sup TIUE L?(0,D),u’' € L?(0,1),u(0) =u(1) =0 } (7)
\(Jy ' ClPdx)? )

Bunda u(x) quyidagi yechimlarga ega bo’ladi:
{(Iu’lp‘zu’)’ + it = 0} ®)
u(0)=u(1)=0,u=0

(8) tenglikda I Lagranj ko‘paytmasi bilan berilgan Lagranj soni bo‘lib,
quyidagicha aniqlanadi:

L J) (o) |Pdx
J) (o) l9dx

Ko‘rinib turibdiki, u(x) = 1 va v(x) = 1 bo‘lganda (0,1) bir o‘lchamli Hardi
tipidagi tengsizlikning (4) optimal o‘zgarmaslarga mos keladi. Buning asosiy g‘oyasi
va olingan natija Johan Bernulliga tegishli bo‘lib hisoblanadi.

So‘nggi o‘n yillikda Hardi tipidagi tengsizliklarni go‘llash yanada kengaydi.
Ehtimollar nazariyasi aynigsa stoxastik jarayonlarning turli bargarorlik tezligini
o‘rganishda, masalan Chenning bir gator tadgigiotlarida bu o°z aksini yagqgol topdi.

Uzluksiz holatdan farqgli ravishda, bu maqolada Hardi tipidagi tengsizliklarning
optimal parametri tahliliga garatilgan.

Bizga berilgan ikki parametr p va g lar uchun 1 < p < g < oo munosabat hamda
musbat va diskret [1, N] := {1, 2, 3, ..., N} oraliqda aniglangan (bu yerda

N < 400 deb olingan ) u va v funksiyalar uchun yozilgan ushbu tengsizlik:
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N n q N %
z Uy, <Z xl-) <A (Z v"xﬁ) (9)
[n=1 i=1 n=1

Yugoridagi tengsizlikka Hardi tipidagi tengsizlik deyiladi. Bu yerda x,, [1, N] =
{1,2,3,..., N} oraligda aniglangan va manfiy bo‘lmagan ketma-ketlikdir. Tengsizlik
to‘la o‘rinli bo‘lishi uchun A parametr optimal deb gabul gilinadi.

Ushbu magolada biz optimal o‘zgarmaslarning bir necha variatsion formulalarini
berib, variatsion formulalarning asosiy qo‘llanilish sohalari, taqribiy protsedurasi va
asosiy hisob-kitobalarini ko‘rib chigamiz.

Teorema 2. Hardi tipiga mansub (9) tengsizlikdagi A parametr uchun ushbu
baholashlar o‘rinlidir. Yuqoridan baholash:

Q|

1 1
p* p*
A< inf sup I (x = inf sup I (x 10
x€A[1,N] (ne[18v] n( )> x€A[1,N] <n€[11,)N] n( )> (10)
Quyidan baholash:
D_ p-1 P, p-1
= q . q = q ( . ) q
42 xeilleN]”x”lp(v) (nel[l},fN] Hn(x)) B inllH).N]“x”lP(v) nEl[l},fN] In(X)

Ushbu teoremani N ning chekli oraligga tegishli bo‘lgan holatdagi isbotini Bennet
0‘z ilmiy-izlanishlarida asoslab bergan. Biz Hardi tengsizligi va oddiy differensial
tenglamaning yechilish masalasi orasidagi bog lanishni ushbu lemma orgali

ifodalaymiz. Faraz gilaylik
N

Ean < 00 (11)

n=1
munosabat o‘rinli bo‘lsin. y, = 0, n€[1, N], Hardi tipidagi tengsizlik har bir
manfiy bo‘Imagan x ketma-ketlik uchun o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashgari optimal

1

parametr A< A4 tengsizlik ham o’rinlidir.
Lemma 1. Agar (11) gatorning yig‘indisi chekli musbat son bo‘lsa u holda (2)

differensial tenglama quyidagi ko’rinishni oladi:
a 4

i oy AF g *
un(Hy(n))p + A(”ﬁﬂysﬂ - rzl)yrzl? > =0(12)

Isbot. Qulaylik uchun , biz x ni
N

z UpXy < ©

n=1
deb olamiz. Bizda y (12) tenglikni ganoatlantiruvchi y,, = 0 yechim bo’lsin,
aniglik kiritish uchun ushbu belgilashni garaylik:
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q a 9 49
_ p .p° _ DD
Fn - A<Un+1yn+1 nYn )'

(12) tenglikka binoan

q
n p*
Fn = un <2yi> (13)

i=1
Hyolder tengsizligini go‘llah orgali biz quyidagi munosabatga ega bo‘lamiz:

p q
n q n 1 1 q n BAY n D
Un (Z xi) =Un (Z xiyip yi P ) gy (Z xlpyi P ) <Z yi)

i=1 i=1 i=1 i=1

n 1
— F, (Z Gl-)p .(14)

Buyerdar = %deb belgilash kiritish orgali % ga bog‘liq Hyolder- Minkovskiy
tengsizligi hosil bo’ladi.

N % N n r % N N %
(Z un(Hx(n))q> < Z E, <Z Gl-) < Z Gn, (Z Fi) :
n=1 n=1 i=1 n=1 i=n
F, ning ta’rifiga ko‘ra biz quyidagini yoza olamiz:
N a a a q a q
2 Fi=-4 (v1€+1y1€+1 — VY > < vy -
I=n

Shunday qilib biz quyidagiga ega bo‘lamiz:

1

1
N 7 N »\3 N p
(Z un(Hx(n))q) < /1% (2 Gnvnyf;*) = /1% <z vnxﬁ) :

| =

n=1 n=1
Bu (9) tengsizlikning Aa parametr orgali hosil gilingan shaklidir. ko‘rinib

turibdiki, bu yerda A< A4. Lemma isbotlandi.
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