
Иррациональные уравнения и неравенства 
 

А.Ибрагимов 

О.Пулатов 

С.Тухтамуродов 

Узбекско-Финский педагогический институт 

 

Аннотация: В этой статье используется новый метод решения некоторых 

иррациональных неравенств, поэтому студентам важно изучить 

дифференциальное исчисление. Использование дифференциального исчисления 

позволяет простым способом решать сложные уравнения и неравенства, также 

этот метод можно использовать для решения некоторых геометрических задач. 
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Abstract: This article uses a new method for solving some irrational inequalities, 

so it is important for students to study differential calculus. The use of differential 

calculus allows you to solve complex equations and inequalities in a simple way, and 

this method can also be used to solve some geometric problems. 
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1. Если , ,a b c N  и 
   3

a b c

b c a
+ + =

 ,  a b c   мы показываем, что это квадрат 

натурального числа.  

Доказательство: Согласно неравенству между средним арифметическим и 

средним геометрическим:  

  3 3
a b c a b c

b c a b c a
+ +    =

 следует, что  

  3 3
a b c a b c

b c a b c a
+ +    =

 От этого 
𝑎

𝑏
 = 

𝑏

𝑐
 = 

𝑐

𝑎
 равенство пропорций следует 

2
a b c=  , 

2
b a c=  , 

2
c a b=   
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3 3 3
, ,a a b c b a b c c a b c=   =   =   .1 

2. Найдите бесконечное множество естественных решений следующего 

уравнения.  

𝑥2000 + 𝑦2000 + 𝑧2000 = 𝑢2001 (1) 

Решение: (x=y=z=u=3) , x=y=z=3𝑘, u=3𝑛  

32000𝑘+32000𝑘+32000𝑘 = 3×32000𝑘 = 32000𝑘+1 

Степень 2000k+1 = 2001n 2000k=2001n-1 будет. 

Левая часть этого уравнения четная n=2m+1, n- нечетное число должно 

быть. 2000k=2001(2m+1)-1 2000k=4002m+2000 если мы найдем k отсюда: k = 2m 

+ 1 + 
𝑚

1000
 у нас будет следующее. 

Отсюда видно, что уравнение (1) имеет бесконечное число решений 

множества натуральных чисел, то есть m раз по 1000, при каждом значении 

находится n, а затем находится и k. 

Это показывает, что данное уравнение имеет бесконечно много решений. 

Дело доказано. 

3. Его поверхность в произвольном треугольнике с периметром 6 sm. 

Покажите, что S ≤ √3. 

Доказательство: (метод 1) пусть x,y,z — стороны треугольника 

x+y+z ≥ 3√𝑥 × 𝑦 × 𝑧 3 , √𝑥 × 𝑦 × 𝑧3  ≤ 2 если возвести обе части неравенства 

в 3-ю степень, x×y×z ≤ 8.  

S = 
 1

2
xysinµ = 

1

2
xzsinβ = 

1

2
yzsinα 

 

𝑆3= 
1

8
(𝑥𝑦𝑧)2×sinα×sinβ×sinµ ≤ ≤  

1

8
×82×sinα×sinβ×sinµ = =8×sinα×sinβ×sinµ. 

α+β+µ =1800 , sinα×sinβ×sinµ ≤ ≤
3√3

8
 , мы доказываем это. 

sinα×sinβ×sinµ = 
1

2
[cos(𝛼 − 𝛽) − cos (𝛼 + 𝛽)] × 𝑠𝑖𝑛µ =  

1

2
[cos(𝛼 − 𝛽) + 1 −

1 + 𝑐𝑜𝑠µ]×sinµ = 𝑐𝑜𝑠2(
𝛼−𝛽

2
)×sinµ - 𝑠𝑖𝑛2(

µ

2
)×sinµ ≤ sinµ - 𝑠𝑖𝑛2 µ

2
×sinµ = sinµ( 1-

𝑠𝑖𝑛2 µ

2
) = 2𝑐𝑜𝑠3 µ

2
×sinµ = 2(1 − 𝑠𝑖𝑛2 µ

2
)2 × sin

µ

2
.  

 f(x) = 2×(1 − 𝑥2)
3

2 ×x находим максимальное значение функции. 

 f’(x) = √1 − 𝑥2×(2-8𝑥2), f’(x) = 0, 

 
1 A. Ibragimov, O. Pulatov, A. Qo’chqorov, Qiziqarli tenglama va tengsizliklar https://openscience.uz/index.php/sciedu/ 

issue/view/54 
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x = 1, x = -1, x = ½, x = -1/2 

sin(
µ

2
) = x ≥ 0 потому что f(1) = 0 f(

1

2
) = 

3√3

8
 так sinα×sinβ×sinµ ≤ 

3√3

8
 , 𝑆3  ≤

(√3)
3

 S ≤ √3. 

Способ 2. Треугольники с постоянным периметром. Покажем, что это 

равносторонний треугольник с наибольшей площадью внутри. 

Это, в свою очередь, опирается на следующее алгебраическое 

доказательство. 

Подтверждение: если сумма неотрицательных чисел x,y,z постоянна, то их 

произведение является наибольшим, если они равны. 

Доказательство : x+y+z ≥3×√𝑥 × 𝑦 × 𝑧3  x+y+z = p 

если 3×√𝑥 × 𝑦 × 𝑧3  ≤ 𝑝. Если x = y = z если они равны.  

Способ 2. Если сумма двух неотрицательных чисел постоянна, то их 

произведение наибольшее, поэтому они должны быть равны. х+у = р, х = р-у; 

Квадратичная функция x×y = (p-y)k принимает максимальное значение при y = 

p/2, что дает x = p/2. x = y =p/2, x×y = 
𝑝2

4
 

Оно будет самым большим. 

Теперь мы применим его к подтверждению 

x+y+z=p 

x+(y+z)=p y+z=x=p/2 

(x+y)+z=p x+y=z=p/2 

(x+z)+y=p x+z=y=p/2 

Это подтверждение было доказательством. 

Основываясь на этом подтверждении, мы решаем проблему двумя 

способами. 

Пусть стороны треугольника равны x,y,z p=x+y+z>6; 

S=√𝑝(𝑝 − 𝑎)(𝑝 − 𝑏)(𝑝 − 𝑐) p=(a+b+c)/2 , 

S=√𝑝/2(
𝑝

2
− 𝑥)(

𝑝

2
− 𝑦)(

𝑝

2
− 𝑧) =√3(3 − 𝑥)(3 − 𝑦)(3 − 𝑧)  

(3 − 𝑥) + (3 − 𝑦) + (3 − 𝑧)=9-(x+y+z)=3 из этого 

(3 − 𝑥)(3 − 𝑦)(3 − 𝑧) 3-x=3-y=3-z является наибольшей, а поскольку x=y=z, 

т.е. x=y=z=2, равносторонняя поверхность является наибольшей 

Проблема доказана: 

4. Площадь поверхности. Для произвольного треугольника с числом √3 𝑠𝑚2 

рассмотрим площадь, ограниченную следующим числом. (Доказательство 

выше) 

Решение: Всегда справедливо следующее утверждение: 
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Доказательство: Если произведение нескольких отрицательных чисел 

постоянно, то их (+) наименьшее, если эти числа равны. 

Вот и все S = √𝑝(𝑝 − 𝑥)(𝑝 − 𝑦)(𝑝 − 𝑧) = √3 

p(p-x)(p-y)(p-z) = 3 x,y,z стороны треугольника 

p-x = p×y = p-z так x = y = z . 

p-x = p×y = p-z = 3×p - (x+y+z) = p, p = 
3𝑥

2
 = 

3𝑦

2
 = 

3𝑧

2
 будет самым маленьким. 

p(𝑝 − 𝑥)3 = 3 так p(𝑝 −
2

3
𝑝)3 = p×(𝑝3/27) = 𝑝4/27 = 3 

𝑝4= 81 отсюда, проведя обе части до корня четвертой степени, 

нетрудно видеть, что в результате p = 3. 

Пусть треугольник с периметром 6 см (p = 6) равен 6 ≤ p ≤ ∞. 

Доказательство доказательства основано на теореме о среднем 

арифметическом и среднем геометрическом значениях. 

Для произвольного n∈N оно определяется формулой a_n = n^2 + n +1 

Умножение произвольных двух последовательных членов 

последовательности, докажите, что эта последовательность равна некоторому 

члену последовательности. 

𝑎𝑛 = 𝑛2+n+1, 𝑎𝑛+1= (𝑛 + 1)2 + (n+1) +1; 

 𝑎𝑛×𝑎𝑛+1 = ( 𝑛2+n+1)*(𝑛2+3n+3) = 𝑛4 + 4𝑛3 + 7𝑛2+6n+3= 

= 𝑛4 + 4𝑛3 + 6𝑛2 + 4𝑛 + 1 + 𝑛2 + 2𝑛 + 1 + 1  

приводим его к виду квадрата определенного числа, как указано выше. 

Так, (𝑛 + 1)4 + (𝑛 + 1)2 + 1 следует, что. 

5. ∆𝐴𝐵𝐶 , AD медиана BC/EC = 2/1 в пропорции ⦟𝐴𝐷𝐶 = ⦟BAE 

⦟BAE = ? 

 
Решение: ⦟ABC = ⦟OAE и ⦟BED, ∆𝐴𝐸𝐷 и ∆𝐵𝐴𝐸 , ∆𝐴𝐸𝐷 похожий ∆BAE 

пусть треугольники будут подобны. CD = 3x, BC =2x, CE = x,  

BD = DC = 
3𝑥

2
 так ED = ED-BD = 2x - 

3𝑥

2
 = 

𝑥

2
. 

На основании подобия треугольника:  
𝐵𝐸

𝐴𝐸
 = 

𝐴𝐸

𝐷𝐸
 так (𝐴𝐸)2 = 𝐴𝐸 × 𝐷𝐸 =  2𝑥 ×

𝑥

2
 = 𝑥2.  

AE = x = CE, ∆𝐴𝐸𝐶 − 𝐸 на стороне 𝐷𝐵 равносторонний точка и она 

заключается в следующем ED =D𝐸1  
𝐴𝐸

𝐸𝐷
 = 

𝐴𝐵

𝐴𝐷
= 2. По сходству:  
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Кроме 
𝐵𝐸1

𝐸1𝐷
= 2 , 

𝐴𝐷

𝐴𝐵
=  

𝐸1𝐷

𝐸1𝐵
 A𝐸1 - биссектриса отсюда следует, что это. ED = 

D𝐸1 ⦟EAD = ⦟DA𝐸1 = ⦟𝐸1AB = β. 

AE = A𝐸1 = x = 𝐸1B , ⦟ABD = β  

⦟ACE = µ , 2α + 4β =180 , α = 90- 2β по теореме синусов : 
𝐴𝐸

𝑠𝑖𝑛𝛽
 = 

𝐵𝐸

𝑠𝑖𝑛3𝛽
 , 

𝑠𝑖𝑛3𝛽

𝑠𝑖𝑛𝛽
 

= 2. 

𝑠𝑖𝑛𝛽(4𝑐𝑜𝑠2𝛽−1)

𝑠𝑖𝑛𝛽
 = 2 давайте здесь сокращать sinβ, 

Как результат: 4𝑐𝑜𝑠2𝛽 -1 = 2, 4𝑐𝑜𝑠2𝛽 = 3 cosβ = 
√3

2
 следует, что Поэтому 

нетрудно узнать, что β = 300.  

µ = 300 ⦟ACE = 300 

7. 0 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≤ 1, ab +bc+abcd - a-b-abc-bcd  

Найдите максимальное значение выражения.  

Решение: ab+bc+abcd - a- b- abc-bcd = b(a+b+acd) -b(a-1+c(1-a)+cd(a-1)) - a = 

=b(a-1)(1-c+cd) -a ≤ 0 и a-1 ≤ 0; -a ≤ 0  

Таким образом, он равен нулю в своем наибольшем значении.. 

8. a+b+c = 2 a = 2-b-c выражение 𝑎2 +  𝑏2 + 𝑐2 + +2𝑎𝑏𝑐 ≤ 2 следует из  

(2 − 𝑏 − 𝑐)2 +  𝑏2 + 𝑐2 + 2(2 − 𝑏 − 𝑐)𝑏𝑐 = 4 + 𝑏 2 + 𝑐2  

-16bc +2bc +𝑏2+ 𝑐2+4bc = 2𝑏2 + 2𝑐2 − 2𝑏2𝑐 − 2𝑏𝑐2 + 6𝑏𝑐 −  −4𝑏 − 4𝑐 +

4 = 2𝑏2 + 2𝑐2 + 4𝑏𝑐 + 2𝑏𝑐 − 2𝑏2𝑐 − 2𝑏𝑐2 - 4(b+c-1) = 2(𝑏 + 𝑐)2 + 2𝑏𝑐(1 − 𝑐 −

𝑏) − 4(𝑏 + 𝑐 − 1) = 

= 2(𝑏 + 𝑐)2 + (𝑏 + 𝑐 − 1)(−2𝑏𝑐 − 4)  < 2(𝑏 + 𝑐)2  < 2. 2 

 будет. 

 (потому что b+c >1, что следует из a,b,c <1.) Неравенство доказано.  
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