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O‘zgarmas koeffisientli chiziqli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemalarining holatlar tekisligi

Dilmurod Toxir o‘g*li Xusenov
Buxoro davlat universiteti

Annotatsiya: Uslubiy magolada muxtor oddiy differensial tenglamalar
sistemalari trayektoriyasining muhim xossalari, muxtor sistemaning holatlar fazosi,
chizigli o‘zgarmas koeffisientli bir jinsli sistemaning holatlar tekisligi, muvozanat
holati va turg‘unligi o‘rganilgan. Bir nechta misollar yechib ko‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: chiziqli o‘zgarmas koeffisientli bir jinsli sistema, xos son,
maxsusmas almashtirish, qo‘shma kompleks son, Dekart koordinatasi, vektorl,
trayektoriya, parabola, muvozanat nuqta, fazali portret

State plane of systems of linear homogeneous differential
equations with invariant coefficients

Dilmurod Toxir oglu Xusenov
Bukhara State University

Abstract: The methodological article examines the essential properties of the
trajectories of systems of autonomous ordinary differential equations, the state space
of an autonomous system, the state plane, the equilibrium state and stability of a
homogeneous system with linearly invariant coefficients. Several examples have
been solved.

Keywords: homogeneous system with linear invariant coefficients, eigenvalue,
nonspecific replacement, conjugate complex number, Cartesian coordinate, vector,
trajectory, parabola, equilibrium point, phase portrait

Ushbu
{551 = Q11X + Ag2X7, )
Xz = Az1X1 T QX
chizigli o‘zgarmas koeffisientli bir jinsli sistema berilgan bo‘lsin. Bu
sistemaning determinanti
_ |11 Q12
b= |a21 a22|
bo‘lib, (1) sistema uchun koordinata boshi (0,0) muvozanat nuqta bo‘ladi.

Ammo undan boshqa muvozanat holatlar ham bo‘lishi mumkin. Agar D # 0 bo‘lsa,
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(1) sistemaning koordinata boshidan boshqa muvozanat nuqtasi bo‘la olmaydi. Agar
D # 0 bo‘lsa, ravshanki, A = (a;;),i,j = 1,2 matritsaning har ikki xos sonlari
noldan farqli bo‘ladi.
Hozir biz A matritsaning xos sonlariga qarab, (1) sistemaning ko‘rinishini
soddalashtirishni ko‘ramiz [1-15].
a) A matritsaning xos sonlari haqigiy, har xil va noldan fargli. Ularni 4; va 4,
deylik. Bu (1) sistemani maxsusmas almashtirish yordamida
Y1 =M1,
{5’2 = Ay )
ko‘rinishga keltirish mumkin. Shu munosabat bilan quyidagi almashtirishni
bajaraylik:
Y1 = ax; + fxy,
{3’2 =YXy + 06Xy, )
ad — By # 0.
Hosilalarni hisoblab, (1) dan foydalanamiz, x; va x, lar oldidagi koeffisientlarni
tenglashtirsak, ushbu
(a1 —Aa +axp =0, 4
{a a+ (a,, — 1) =0 (4)
12 22 1
va
{(au — )y + az:6 =0, (5)
a2y +(az —2,)6 =0
sistemalarni hosil gilamiz. Ravshanki, 4; va A4, uchun

Dy =Mk Mz g0

az1 Azz — A
bunda
a;; — A a2
az1 Az — A
(4) va (5) sistemalar a, f va y, § larga nisbatan trivial bo‘lmagan yechimlarga
ham ega. Xususan,

D) =

a=az,f=—(a;1 —A4); ¥ =0az,8 =—(a;; — 1) (6)
deb tanlasa bo‘ladi. Agar (6) tengliklardan foydalansak, (3) almashtirish
maxsusmas bo‘la oladimi? Shuni tekshiramiz:
ad — By = —az1(a;; — A2) + (a1 — A)az, = az (4, — 49).
Bundan a,; # 0 bo‘lganda ad — By # 0 ekani kelib chigadi. Agar a,; =0
bo‘lsa, a;, = 0 bo‘lganda (1) sistema
{551 = A21X1,
Xy = Q2%
ko‘rinishda, ya’ni (2) ko‘rinishida yozilgan bo‘ladi. Endi agar a,; = 0 bo‘lib,
a1, # 0 bo‘lsa, u holda (1) sistema ushbu
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{551 = Q11X; t Ag2X7,
Xy = Q2%
ko‘rinishni ega bo‘ladi. Bunda x; va x, lar rolini almashtirsak
{ X1 = Q2%
Xy = Qy2X1 + Q11X

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu (2) sistema ko‘rilayotgan holda (1) sistemaning
kanonik ko‘rinishi deyiladi.

b) A matritsaning xos sonlari go‘shma kompleks. Ularni 4y =y —iv,v #0
deylik. Avvalo (6) giymatlardan foydalansak, (3) almashtirishni bunday yozish
mumeKin:

{)’1 = az1%; — (@11 — 4)xz,
V2 = Ap1%1 — (@11 — A2)x,.

Shu almashtirish formulalari 4, A, lar kompleks bo‘lganda o‘rinli. 4; va A, lar

o‘rniga o°z ifodalarini qo‘yamiz:
{3’1 = az1%1 — (A1 — p — W)xy, 7)
V2 = Q1% — (agq — p + ) x,.
Bundan, agar
o
2 1 2

deb belgilasak,

du,
— = UUqy — DUy,
du,
E = vu; + uu,

munosabatlarni hosil gilamiz. Shu (9) sistema berilgan sistemaning xos sonlari
kompleks bo‘lgan holda kanonik ko‘rinishidan iborat.

Albatta, (9) sistemani integrallab, (8) formulalar orqgali x, (t) va x,(t) yechum
topiladi.

c) A matritsaning xos sonlari o ‘zaro teng va noldan fargli. Ko‘rilayotgan holda

aj1+az;

Ay =24, #0. D(A) = 0 tenglamadan 4, , = — ekani kelib chigadi. Bu holda

ham a) holdagi kabi mulohazalar yuritib, berilgan sistemani uning koeffisientlariga
garab, xususan, ushbu
Vo = (V1+y2) ok V2 = MY
kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin.
d) A matritsaning xos sonlari teng va noldan iborat, ya’ni ., = 4, = 0. Bu
holda kanonik ko‘rinish quyidagicha bo‘ladi:

. _ yl =0
(i e oy vold ( y2 =0 )
2 1 2 Y1 =Y2=X1 — X2

{ Y1 =4y, . {5’1 = Ly1,
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X1 = A12Xy, X, =0, x; =0,
{ X, =0, { Xy = Ay1Xo, { X, =0, (10)
a,; =0,a, #0, \a;, =0,a,; #0,\a,; = a4, =0.
Endi kanonik ko‘rinishda yozilgan ikkinchi tartibli chizigli sistemalarning
trayektoriyalarini holatlar tekisligida o‘rganamiz.
A. A matritsaning xos sonlari haqigiy, har xil va noldan fargli. Xos sonlarni A,
va A, desak, ularga mos kelgan chizigli erkli xos vektorlarni topish mumkin [1].
Shuning uchun (1) sistemaning umumiy yechimi
x = C;hWeMt + C,h@e2t (11)
ko‘rinishda yoziladi. Uni yana
x =&hM +&h) (12)
(bunda &, = CyeMt &, = C,e?2t) (13)
ko‘rinishda h(® va h®) vektorlar bo‘yicha yoyib yozish mumkin. & va &,
sonlar holat tekisligida to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalaridan iborat bo‘lishi shart
emas, bu AW va h® vektorlar bo‘yicha yo‘nalgan o‘qlarga bog‘liq. Holatlar
tekisligini P deylik. Unda &; va &, o‘qlar (™) va h(?) vektorlar bo‘yicha yo‘nalgan
bo‘ladi (1-chizma).

= = 7 77
=W
IS
iy RS =R
13/ vis (O 000 . )
1-chizma

Endi (2) sistemaning trayektoriyalarini tasvirlashga o‘tamiz. Avval |1;]| <
|[A,] A, < 44 <0 yoki A, > A; > 0 tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin. (13) dan ko‘rinib
turibdiki, birinchi chorakda chizilgan trayektoriyalar yordamida qolgan chorakdagi
trayektoriyalarni ham yozish mumkin [14-25].

A, < A; < 0 bo‘lgan holda C; # 0, C, = 0 bo‘lsa, & = C;e?tt, &, = 0 ya’ni &;
o‘qiga egamiz. Unda C; > 0 bo‘lganda harakat o‘ngdan chapga, C; < 0 bo‘lganda
esa chapdan o‘ngga bo‘ladi. Boshqacha aytganda, t - +oco da C; ishorasidan qat’iy
nazar, tljrlzw & = lim C,e*t = 0 va koordinata boshidan ikki tomonda harakat shu

t—>+o0
nugtaga yo‘nalgan bo‘ladi. Xuddi shu xususiyat &, o‘qiga ham tegishli (2-chizma).
Bundan 1-chorakda trayektoriyalarning qavarigligi pastga garaganligi kelib
chigadi. Ushbu
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dé, C,
; ; (A=At
tliToo dé, tliToo C, (A2 = A e 0

munosabatdan t — 4+oo da trayektoriyalar abtsissa o‘qiga urinishi chiqadi. 1-

% = CiheMt <0, C;_iz = CAze™* < 0 bo‘lgani uchun & va & lar ¢

ortishi bilan kamayadi va demak, harakat yuqoridan pastga hamda o‘ngdan chapga
yo‘nalgan bo‘ladi (2-chizma).

chorakda

iy 4
N .
PN 1
"\\ /, -
- A‘ \ \\"\.I N A
Ay %
> A »
-~ o4 I|Il \\_
” %
2-chizma

Ay, > A1 > 0 bo‘lganda ham xuddi shu usul bilan trayektoriyalar chiziladi.
Trayektoriyalar avvalgisidan farq gilmasa-da, ularda yo‘nalish teskari bo‘ladi (3-
chizma).

r T A
e ‘|' /o
~ | /
A 3 f !
, f) y
e = 'y .“ ’/
Y /
- s I fr A
~ = SR
77 \’X._
//’ ! R A,
"' ) -
/ =
y N
s
L - )
3-chizma

Xos sonlarning 1, < A; < 0 giymatlariga mos manzara (2-chizma) turg ‘un
tugun, 4, > 4; > 0 giymatlariga mos manzara esa (3-chizma) noturg ‘un tugun
deyiladi.

Eslatib o‘tamizki, trayektoriyalar 1, < 1; < 0 bo‘lganda esa t —» +oo da, 1, >
A1 > 0 bo‘lganda esa t - —oo da P* tekislikda &; o‘qiga urinadi. P tekislikda bu hol
A4 ga mos kelgan xos vektorning yo‘nalishi bilan bog‘liq bo‘ladi. Aytilgan xossalar
misollarni ko‘rishda qulaylik tug‘diradi.

Xos sonlar uchun 4; < 0 <4, (44 <0 < 4,) tengsizlik o‘rinli bo‘lsin deylik.
Bu holda xos sonlar turli ishoralarga ega, 4, < 0 < A, bo‘lganda o°q bo‘yicha
harakat koordinata boshiga yo‘nalgan bo‘lib, ¢, o‘qi bo‘yicha harakat koordinata
boshidan uzoglashadi. Trayektoriyalarni qurish uchun ularni 1-chorakda qurish
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yetarli. Awvval, qavariglikni tekshiraylik, A, —A; > 0 bo‘lgani uchun 6;2;22 >0
1
bo‘ladi. Demak, 1-chorakda qavariglik pastga qaragan. Shunga o‘xshash ushbu

dé, 2
im —=2 = lim —= — (12—t — 4o
tliﬂo dé, tlﬂﬁo C, 2z — e ’

d? C
2 _ Yim 2 Ay — Ay)2ePeAt, lim £(6) =0,

tllT Ez(t) = 0,
munosabatlarga egamiz. Bundan 1-chorakdagi trayektoriyalar parabolalarga

o‘xshashligi va ularda harakat o‘ngdan chapga va pastdan yuqoriga yo‘nalganligi
kelib chigadi (4-chizma). Ushbu holda ham hosil bo‘lgan manzara egar deyiladi.

S %
N - - P’ s ,
o8 . - _,1"‘-. ‘/"
- g e -
DR \
} -
’ y /‘. /-‘ ~ -‘\ - ~ -\ ~
riA TSNS
7, 0 PRRE
7 z TSN ¥ N
4-chizma
Endi shularga doir misollar ko‘rib chigamiz.
1-misol. Ushbu

{)'Cl - _3X1 + X7,
.7&2 = 4x1 - 3x2

sistemaning trayektoriyalari va muvozanat nuqtasi atrofidagi fazali portreti tahlil
gilinsin.

Yechish. A matritsani yozamiz: A = (_43 _13) Bu matritsaning xos sonlarini
topamiz: _34_ A _31_ 2= 0 yoki (3 + 1)2 —4 = 0. Bundan 3 + A = 42 yoki

A, = —1,4, = =5. Ravshanki, 1, < A4,|4,] > |A;]. Xos sonlar har xil va manfiy

bo‘lgani uchun biz turg ‘un tugunga egamiz. Uning uchun xos vektorlarni topish
1)

kerak. 2, = —1 ga mos xos vektor h(1) = (Z§1)> ushbu Ah® = (=1)R® yoki
2

( 3n{Y+nY

AN - -
& (1)) = ( %1)> sistemadan topiladi. Ravshanki, biz —2r{ +hY =0
4h)—3n} —h}

tenglamaga egamiz va undan hgl) sistema uchun hgl) = 1,h§1) = 2 deb olish

mumkin. Agar hgl) = -1, hgl) = —2 desak ham o‘sha yo‘nalish chiqariladi. Shunga
o‘xshash 4, = —5 xo0s songa mos xos vektor topiladi:
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(2)
R = <h%2)> = ( 1 )
h, —2
Absolyut qiymati bo‘yicha kichik xos son A; = —1 bo‘lgani uchun
trayektoriyalar shu xos songa mos vektor yo‘nalishiga t — 400 da urinadi.
2-misol. Ushbu
X1 = 3% + x5,
{3’62 = 4x; + 3x,
3 1
4 3
topiladi: 4, = 1,4, = 5. 4; = 1 ga mos vektor A = () va 1, =5 ga mos xos

sistema uchun A = ( ) va x0s sonlari |3 ;’1 3 i/1| = 0 tenglamadan

vektor esa h(® = (;) dan iborat xos sonlar turli va musbat bo‘lgani uchun biz

noturg‘un tugunga egamiz. Trayektoriyalar ¢ — —co da hM = () vektor
yo‘nalishiga koordinata boshida urinadi [24-30].

B. A matritsaning xos sonlari kompleks. Bu holda xos sonlar qo‘shma kompleks
bo‘lib, ularni A = u+iv,A = u —iv,v # 0 deb belgilaymiz. v ni doim v > 0 deb
qarash mumkin. Shu xos sonlarga mos xos vektorlar ham qo‘shma kompleks bo‘ladi.
Agar kP va h® lar haqiqiy vektor bo‘lsa, mos xos vektorlarni A" va h® deb
belgilanadi va quyidagicha aniqlanadi:

1
= (D _ ;@)
h = (h® —ih®),

bunda A va h® lar chizigli erkli, aks holda h va h lar chizigli bog‘liq bo‘lar
edi. Shuning uchun A™ va h® hagiqiy vektorlarni P tekislikda xos yo‘nalishlar deb
garash mumkin.
Endi P* tekislikda trayektoriyalarni quramiz. Ko‘rilayotgan holda berilgan
sistemaning kanonik shakli ma’lum ((9) ga qarang):
{5:1 = uéy — vy,
§2 = Véy + s,
Bu sistemaning umumiy yechimi
&.(t) = Cett cos(vt +7v),
{Ez(t) = Cett sin(vt + y)
ko‘rinishda yoziladi (C va y ixtiyoriy o‘zgarmaslar). Unda t ni parametr deb
garasak, biz trayektoriyalarning parametrik tenglamasiga egamiz. Ularni qurish
uchun qutb koordinatalariga of‘tish qulaylik tug‘diradi: &;(t) = pcose,
&,(t) = psing, (p, ¢ qutb koordinatalari). Shuning uchun yugorida yozilgan umumiy
yechim
p=Ce* (C>0),pt)=vt+y @w>0)(14)
ko‘rinishni oladi. Bu munosabatlarga ko‘ra, t o‘sishi bilan ¢ burchak ham
o‘sadi (chunki v > 0 deb garayapmiz). Boshgacha aytganda, koordinata boshidan
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chigadigan nur (&,(t), &,(t)) nugtadan o‘tib sekundiga ¢ radian tezlik bilan soat
strelkasiga qarshi yo‘nalishda buriladi. (14) dan t ni chigaramiz:

123
p = Kev?,(15)

u

bunda K = Ce ¥ = const. Trayektoriyalarning ko‘rinishi 4 > 0, u < 0, u = 0
qiymatlarga qarab har xil bo‘ladi. pu <0 bo‘lsin, v>0 bo‘lgani uchun
limp = 0, chunki %< 0 va lim ¢ = +o0o. Demak, t - 4+oco da holat nugtasi

t—oo t—>+oo

koordinata boshiga yaginlashadi.

Hosil bo‘lgan fazali portret furg‘un fokus deyiladi. Agar u =0 bo‘lsa,
yugoridagi kabi mulohazalar yordamida noturg ‘un fokus fazali portretni qurish
mumkin.

Agar 4 = 0 bo‘lsa, (15) formuladan p = K (K = const) kelib chigadi. Bu esa,
markazi koordinata boshida bo‘lgan kontsentrik aylanalardan iborat [24-39].

Hosil bo‘lgan fazali portret markaz deb ataladi.

3-misol. Ushbu

X1 = 3x1 — Xy,
{3’52 = 4x, + 3x,.
3

4
ekanligini topamiz. Demak, u = 3,v = 2,4 = 3 + 2i x0s son uchun xos vektorni

izlaymiz.

G G =cr20() vk (o o) = (Gt aon)

Bundan

sistema uchun A = ( _31) va |3 ; A 3__1/1| = 0 tenglamadan A = 3 + 2i

{Bhl - hz = 3h1 + Zihl, k { hz = Zihl,
4hy + 3hy = 3h, + 2ih, YO (4R, = 2ih,.
Oxirgi ikki tenglikning biri ikkinchisidan hosil gilinishi mumkin. Shuning uchun

h; =1, h, = —2i deb tanlansa bo‘ladi. Endi h = (’,2) vektorni bunday tasvirlaymiz:

= ()= () =2[6) - ()

Ko‘rinadiki, h(V = (é) va h(® = (2) vektorlar izlangan bo‘lib, ular abtsissa va
koordinata o‘qlari bo‘yicha yo‘nalgandir. Ko‘rilayotgan misolda u = 3 > 0 bo‘lgani
uchun biz noturg ‘un fokus fazali portretiga egamiz.

4-misol. Ushbu

{xl = —2x1 + 10x,,
X2 = 7%
sistema uchun

a=("% Wvar,=-1+3iu=-1<0v=3.
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Awvvalo biz u < 0 bo‘lganidan turg ‘un fokus fazali portretiga egamiz. Endi xos
vektorlarni topaylik. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,

(3 D) =c1es()

{—Zhl + 10h2 = _hl + Sihl,
_hl = _hz + 3lh2

yoki

yoki
(=1 —3i)h; + 10h, =0,
{—hl + (=14 3i)h, = 0.
Oxirgi ikki tenglik o‘zaro ekvivalent. Shuning uchun h; = 10,h, = 1 + 3i deb

tanlanishi mumkin. Endi h = (Z;) vektor uchun quyidagiga egamiz:

h= (2) - (1 1031') B %[(220> +i (2)]

Bundan haqiqiy xos vektorlar sifatida

20 0
(D = @ =
0= ()=o)

10 0
(D = @ =
0= ()= ()

vektorlarni olish mumkin,
C. A matritsaning xos sonlari teng va noldan fargli. A matritsaning xos sonini A
deylik. Unga mos xos vektorlar uchun ikki hol:

1-hol. P tekislikda shunday ikkita chizigli erkli R va h(?) vektorlar mavjudki,
ular uchun ushbu

vektorlarni, yoki

AR® = 1 D AR® = L h® (16)

tengliklar o‘rinli.

2-hol. P tekislikda shundiy ikkita chizigli erkli R va h(® vektorlar mavjudki,
ular uchun ushbu

ARD = 1D AR® = 3 h® 4 B (17)

tengliklar o‘rinli.

Shu (16) yoki (17) tengliklarni ganoatlantiradigan A va h®) chizigli erkli
vektorlarning (bazisning) mavijudligini ko‘rsatamiz. h") A matritsaning xos vektori
bo‘lib, h® unga kollinear bo‘lmagan ixtiyoriy vektor bo‘lsin. U holda

D = 1AM va AR® = gh® + gR®

tengliklarga egamiz. Ulardan A va h(® larni topish uchun sistema sifatida

foydalanish mumkin. Bu sistemaning matritsasi
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)
a p

bo‘lib, xos sonlari A va 8 dan iborat. Shuning uchun f = A. Agar @ = 0 bo‘lsa,
(16) tengliklarga egamiz, a # 0 bo‘lganda esa tengliklarda h() wvektorni unga
kollinear a«h bilan almashtiramiz. Shu bilan (16) yoki (17) larni ganoatlantiradigan
bazis vektorlarning mavjudligi isbot qgilindi.

1-holda umumiy yechim

x = C;hMe?t + C,h(P et = x0e?t (118)

ko‘rinishida yoziladi.

Bu yechim uchun x(0) = x°. Biz 1 # 0 holni ko‘rayotganimiz uchun (18)
yechim koordinata boshidan chigadigan yarim to‘g‘ri chiziglarni ifodalaydi. Ularda
harakat 1 < 0 bo‘lganda koordinata boshiga yo‘nalgan bo‘lib, A > 0 bo‘lganda esa
yo‘nalish buning aksi bo‘ladi [25-39].

Yugqorida ko‘rilgan hollarda 4 < 0 bo‘lganda turg ‘un tug‘ilma tugun, A >0
bo‘lganda esa noturg ‘un tug ‘ilma tugun fazali portretlariga egamiz.

2-holda umumiy yechim

x = C;hWett + ¢, (KWt + h@)ett
ko‘rinishda yoziladi. Buni yana bazislar bo‘yicha yoyib yozish ham mumekKin:
x = (C; + C,t)hWeAt 4 C,h P et
Bundan P tekislikda trayektoriyalar tenglamasini topamiz:
& = (G + Gt)ett &, = Cre™,
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