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Vaqt bo‘yicha kasr tartibli uzulishli koeffitsiyentli diffuziya
tenglamasi uchun aralash masala
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Annotatsiya: Bu maqolada diffuziya koeffitsiyenti uzulishga ega bo‘lgan kasr
tartibli diffuziya tenglamasi uchun aralash masala garalgan.
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Abstract: In this article, mixed problem for the time-fractional diffusion equation
with discontinuous diffusion coefficient is studied.
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So‘nggi yillarda klassik diffuziyadan fargli bo‘lgan anomal diffuziya hodisalar
ko‘p kuzatilmogda.Shu jumladan, uzulishga ega bo‘lgan holat. Diffuziya koeffitsiyenti
uzulishga ega bo‘lgan diffuziya tenglamasi Hald[6], Suzuki va Murayama[7], Pierce[8]
magolalarida uchraydi. Kasr tartibli koeffitsiyentlari uzluksiz bo‘lgan anomal diffuziya
tenglamasi uchun teskari masala Cheng[1] magolasida batafsil ko‘ril chigilgan. Ushbu
magolada diffuziya koeffitsiyenti ma’lum bir nuqtada uzulishga ega bo‘lgan kasr
tartibli anomal diffuziya tenglamasi uchun aralash masalani ko‘rib chigamiz.

Biz quyidagi kasr tartibli differensial tenglamani ko‘rib chigamiz:

0 ou
o u(x,t) = —[ p(x)—(x,t)J, O<x<l, 0<t<T
OX OX (1)
u(x,0)=0o(x) )

ou ou
—(0,t)=—(,t) =0, 0<t<T
OX OX
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Bu yerda T >0,1> 0 tayinlangan ,° (*) Dirakning delta funksiyasi va 4 (*:t) -

Ut funksiyaning Kaputo ma’nosidagi kasr tartibli hosilasi:

a —a 8u(x s)
o u(x,t) = -
F(l—a)j (t=s) (4)
Bizda 0 < o <1 va P(X) funksiya *» nuqta uzulishga ega, ya’ni
(x) [a®, 0<x<x,
X) =
P ibz, X, < x<l, a=b 5)

Biz (2) boshlang‘ich shart Dirakning delta funksiyasi bo‘lganligi sababli bu
masala uchun kuchsiz yechim garaymiz.Buning uchun biz (1)-(3) ga kuchsiz yechim
uchun tegishli ta’rifni Kiritishimiz va yechimni kuchsiz yechim ekanligini
tekshirishimiz kerak. Kuchsiz yechim ta’rifi kiritilishi uchun zarur bo‘lgan funksional
fazolarni kiritamiz.

Birinchi biz 1 (D da A operatomni

[a’y "(x), 0<Xx<X,
APW(X):%Z "(x X <x<I
by (%), o X< (6)

ko‘rinishida va uning aniglanish sohasi DAy quyidagicha
(v e C[0,1], w (X, —0)=w(x, +0) )
D(A)=1y eC'[0,x,].w e C'[x,,1] | a’w'(x, = 0) =b’y (x, + 0)
v eCPO.x,)w eC (x| ¥(0) =y (1)=0
Kiritamiz.

Bundan ma’lumki, operatorning %»+" € U xos sonlari hagiqiy va oddiy

sonlar bo‘ladi va quyidagi shartni
0=4<4,<.., limiA =x

SN

ganoatlantiradi.
A, operatorning aniqlash sohasi L, (0.1) fazoning qism fazosini bo‘ladi, ya’ni
D(A,)) < L,(0,1)

Lemmal. ™ operator uchun quyidagilar o°rinli:
1) Ay 2) =y, A2), vy,zeD(A)

2) (A2 clyl.

Isboti.

1. 10D ga skalyar ko‘paytmani qo‘llaymiz.
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| Xo |
(A,y,2)=[A yzdx=—-[a’y"(x)z(x)dx - [b*y"(x)z(x)dx =
0 0 Xo
Xo |
Xo |
_ —azy’(x)z(x)|o + jazy'(x)z'(x)dx—bzy’(x)z(x)Lo + jbzy'(x)z’(x)dx =
0 Xo

=-a’y'(x, - 0)z(x, — 0) + a’y'(0)z(0) + azy(x)z’(x)|:° - xfazy(x)z"(x)dx -~

—b®y'(x, + 0)z(x, + 0) + b*y'(1)z(l) + bzy(x)z'(x)er —~ Jl‘bzy(x)z"(x)dx

Endi ) operatorning aniglash sohasidagi *> nugtadagi y'(0)=z'(l)=0
shartdan foydalansak,

(A)y,z)=-a’y'(x, = 0)z(x, —0) +a’y(x, = 0)z'(x, = 0) + b"y'(x, + 0)z(x, + 0) —

~b’y(x, + 0)z'(x, + 0) — xfazy(x)z"(z)dx - Ijbzy(x)z"(z)dx =

=a’[y(x, = 0)y'(x, = 0) = y'(x, = 0)y(x, = 0)] +

+b? [y(x, +0)y'(x, +0) = y'(x, + 0)y(x, + 0)] + (y, A, 2)
hosil bo‘ladi va * nugtadagi ulash shartlani foydalanib,
(A)Y.2)=(y,A,2)
ega bo‘lamiz.

2. L.(0.1) gq skalyar ko‘paytmani qo‘llaymiz.

(A)Y,y)= jApy -ydx = —Xfazy"(x)y(x)dx - jbzy"(x)y(x)dx =

=—a’y' () Y| + XfaZy'(x)y'(x)dx ~pPy' )y, + ijy'(x)y'(x)dx =

=-a’y'(x, - 0)y(x, —0)+0-0+b*y'(x, + 0)y(x, + 0) + a2}0y'2(x)dx +b? j y'?(x)dx =
0 X

= az}oy’z(x)dx+ szy'Z(x)dx

_lmin{az,bz} ) S _
Endi 2 tanlaymiz , quyidagi o‘rinli bo‘ladi:

2><o 2 zI 2 1 . 2 2I )2 1 . 2 L2 /12
(A, ¥) = [y ()dx +b° [y (dx 2 ~minfa’ b}y ()dx = ~min{a’ b Hy'll o,

Xo

Quyidagi baholashlarni bajaramiz:

1 1 1 1

y (x)=2[ y(x)y'(x)dx < Z(Iy'z(x)dxj2 U yz(x)dxj2 < 2[[ y’z(x)dxj2 (J‘ yz(x)dx]2
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-

1

j'yz(x)dx < 2(]’ y’z(x)dx]2 J’[I yz(x)dx]2 d

0

L, (0,1)

L,(0,1)

L, (0,1) ”y

L, (0|) L, (0,1)

12

Bundan quyidagi baholash kelib chigadi:

b , b
(Apy,y)_%jy' (x)dx Ljy dx=c |y .,

_ min{a’,b’}
Ya’ni shunday 81  mavjudki, -2(®" da quyidagi tengsizlik o*rinli:

(A yn=clyl

Lemma isbotlandi.

Biz operatorning spektri sof diskret bo‘lgani va fagat xos giymatlaridan
tuzilgan o‘z-o‘ziga go‘shma kengaytirib, bu kengaytmani A bilan belgilaymiz.
A, = A

Lemma 2. % operator *. nugtadagi ulash shartlar va
(I-x,)a ~n

—e0
X, 0 K
Shart orgali quyidagi xos sonlarga ega bo‘ladi:
az 2. 2 b2 2,2
A =—nx'n"=———7°k
4X§ 4(| — X0)2 (8)

% xos songa mos xos funksiyani ?» bilan belgilaymiz va u ?@=1 pj

ganoatlantiradi.
Bizda #-(*) xos funksiya

B,

Jcos—(l—xo)cos—x, 0<x<X,
X) = a
¢, (x) | ,b;n o
[cos—xocosT(l—x), X, < x<|I
a

L? (0,

ko‘rinishda bo‘ladi. #» xos funksiyalar ") dato‘la orthogonal bo‘ladi. )

L9 dagi skalyar ko‘paytmani aniglaydi va uning ko‘rinishi quyidagicha

(f.9)=]f(x)g(x)dx
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bo‘ladi. Bu skalyar ko‘paytma orgali & () da normani kiritamiz

1

hol, =l o ll=(p,0)?

L (0,0
Quyidagi belgilashni kiritamiz: p, =l I . U holda xos funksiyalar kengaytmasi

w=>p o)

Bundan tashqari, #»'" € . asimptotik xarakteriga ega.

Lemma 3. Shunday % > © mavjudki,
p =c, +o(l)

Endi biz ixtiyoriy o‘zgarmas M >0 ni tanlab = (@) da “»m operatorni

| d d
(A, ww)(x) = ——[ p(X)—l//(X)J+ My, 0<x<?,
J dx dx
|
t

) d d
D(A,,) = {w e H(0,0=2(0)= =2 (1) = 0}.
dx dx

. . . . .o M) .
aniglaymiz. Bu operatorning xos sonlarning to‘plami #» =4 + M, € 7 bo‘ladi

(M) . . . . -
vat >0t Epdix>o0 ychun quyidagi D (ALw) funksional fazoni

D (A;M)z {1// e L°(0,0);X p, 1AM 1w, 0,) I'< oo}

n=1

kiritamiz. Bu ° (Aw) fazo quyidagi norma bilan Banax fazosi bo‘ladi:

1

ly = {Z p, 1AM I“I(w.wn)lz}

n=1

3

0<k<— x TR
Biz agar 4 bo‘Isa,D(Ava)_H ©.0

D(Ar, )<= L(0,0)

ga ega bo‘lamiz.
ligidan, o‘z-o‘ziga qo'shma L "(OD" ni aniglashdan,
D (AL = @D (D(AL) ga ega bo‘lamiz. Biz P (AL) = (P () gen

fe (D (Al:,KM )) va v e (D (A:’M )) uchun f ning ¥ ga ta’sirini

1

© 2
i ||D(Am= {Z P | A0 2
| n=1 norma

belgilash kiritamiz.

< T >, pilan belgilaymiz. (A ) fazo

O<t<—
bilan Banax fazosi bo‘ladi. Endi 2 ni tayinlaymiz. Sobolevning joylashtirish
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1

R LT N A RS o
teoremasiga ko‘ra, va da n-1 ga ega bo‘lamiz. Biz

<oe>= 0 <>

""" pelgilash kiritib olamiz. Brezis[4] ga ko‘ra agar f €L (0D yq
eD (A
v ( ) bo;lsa, u holda < ¥ >= (1.¥) ho<rini,

Ta’rif. Agar U funksiya quyidagi shartlarni bajarsa, (2.1.1)-(2.1.3) masalaning
kuchsiz yechimi deyiladi:

u(,t) e L*(0,7), 0<t<T,

|
|
J|UE L[OT] D( n
|

0 ( )
—u,d/u, A wueCl(0,T];DC(A,; ,
limlu(,t)=0oll . .=0

t—0 ( ) D(Aii;l\‘

)
@iuGt),y)+ut),Aywy)=0, te(0,T]l,y € D(A)).
L))
p,M J |
Teorema. ) funksiya (1)-(3) masalaning kuchsiz
yechim bo‘ladi va uning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

(D) =3 p,E, (~a,t)p, (X).

n=1

u(x,t)eC|([0,T];D {A
\

Bu yerda « >0 va £ et uchun B (2) Mittag-Leffler funksiyasidir.
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