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Dar haqgigat shuni aytib o‘tishimiz joizki, isbotlanishi talab etiladigan
tengsizliklarning juda ham ko‘plab turlari mavjud. Men ushbu maqola orqali sizlarga
minimum va maksimum tengsizliklarni isbotlashning bir necha usullarini taqdim
etmogchiman.

1. Keling, biz bir ixtiyoriy tengsizlik olaylik. Aytaylik, shu tengsizlik quyidagi
ko‘rinishda bo‘Isin.

2 22y v 3(x-y)* . 3(y-2)* . 3(z—x)’
X+ Yy +2°—Xy—yz—zx>max{: R — } )
va bu yerdagi x,y,z lar haqigiy sonlar deb garab, ushbu tengsizlikning o‘rinli

ekanligini isbotlasak.

ISSN 2181-0842 / IMPACT FACTOR 3.848 19 (o) R



"SCIENCE AND EDUCATION" SCIENTIFIC JOURNAL / WWW.OPENSCIENCE.UZ DECEMBER 2023 / VOLUME 4 ISSUE 12

ISBOT: Umumiylikka zarar yetkazmasdan X=Y =2 deb olishimiz ham mumkin.
3(x=y)*.3(y-2)* . 3(z—x)*
Bundan esa, Max { 4 =~ 4 ' 4 } ekanligi osongina kelib chigadi.

2
o x2+y2+22—xy—yz—zx2M o _
Demak, (1) tengsizlik, aynan 4 tengsizlikka teng kuchli

ekan. Endi ushbu tengsizliklarning chap tomonini ikkiga ko‘paytirib, soddalashtiramiz.
20 + Y+ 22 =Xy —yz—2X) = 2X° + 2Y° +22° —2Xy —2YZ - 22X — x* + X% +

YAy + 22+ 22 22Xy —2yz— 27X = (X° = 2xy+ Y?) + (Y* —2yz+2°) +1
+(2% 22X+ X)) = (x=y)* +(y—2)* + (- X)?
20 +y? + 27 —xy—yz—2X) = (X=Y)* + (Y —2)* + (z - X)°
(x=y)’+(y-2)*+(z-x)’

X2+ Yy + 22 —Xy—yz—12X=

2
(X=?*+(y=2)° +(2-%)* _ 3(z—%)’
Ayniyatdan foydalansak, 2 -4
2 2 2 3 P
X— -2 Z—-X)"2—(z-X
(x=y) +(y=2) +(z-x)"2( )(2)

shu tengsizlikni isbotlash yetarli.
Agar a=x-y , b=y-z deb belgilash kiritib olsak, (2) tengsizlikning ko‘rinishi

3
a’+b*+(y-b-y-a)’>=(-(a+b))’
o‘zgaradi. (z=y-b , x=y+a) 2

2 2 2 3 2
A +bT+(@+D) 27 @ 4D 50 o2 L o(a2 1 2ab+b?) > 3(a? + 2ab+b?)

2a’ +2b? + 2a2 + dab + 2b? > 3a2 + 6ab +30° a’—2ab+b?>0 (a—b)*=0
Ko‘rinishga keldi, albatta bu ifoda musbat. Isbotlandi.

2. Agar a,b,c,d musbat sonlar uchun abcd=1 tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda

a3+b3+c3+d32max{a+b+c+d;1+1+1+1 Slikni i
a ¢ d” tengsizlikni isbotlang.

ISBOT: Bu tengsizlikni isbotlash uchun
a’+b*+c’+d’>a+b+c+d (3)
Pabrctrdiziaii iyt

a b c d (4
tengsizliklarning har ikkalasini ham isbotlash zarur va yetarlidir.
Awvval (3) tengsizlikni isbotlaymiz. S=a+b+c+d bo‘lsin. O‘rta arifmetik va o‘rta

geometrik migdorlar orasidagi munosabatlarga ko‘ra,

a+b+c+d
—————— >1%/abcd
4 a+b+c+d=4-%abcd gpcd=1 ekanidan S=a+b+c+d>4

! Kyp6on Octanos, Oiibek Ynauepnd [Tynatos, Jlxxymaes Makcy, «O0ydeHHe yMEHHSM J0Ka3aTh PU U3y4EHUH Kypca
anredpsl,» Jocmuocenus nayku u oopasoeanus, T. 2 (24), Ne 24, pp. 52-53, 2018.
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shu tengsizlik ya’ni S=4 o‘rinli. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra,
(@ +b*+c®+d®)- (1+1+1+1) - (L+1+1+D) > (a+b+c+d)° (5)
Ya’ni, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi quydagi ko‘rinishga ega :
(& +a,+..+a,) (0 +b,+...+b)--(C+C,+..+¢)>(Ka b - - - ¢
+kfa, b, - - - ¢ +ka, b, - - - oy

Bu yerda, &:0++C20.i=1"n ghy asosida (5) tengsizlikni hosil gildik.
3

s
3 3 3 3
(@ +b°+ P +d%)-4-4> (a+brc+dy & TP FCHA=TE

S*_S-16
D il S >4 = =S s Al aptaciadd>S
tenglik o‘rinli. S =4dan foydalansak, 16 16 gaya’ni @ +P°+C°+d" 23 ga
ega bo‘lamiz. bed : acd : abd . abc 2

Larni topib olamiz va (4) tenglikka olib borib go‘yamiz.

a’+b’+c’+d’>bed +acd +abd +abc ekanligi kelib chigadi.O‘rta arifmetik va
o‘rta geometrik miqgdorlar orasidagi munosabatdan foydalansak,

a’+b®+c® > 3abc

b*® +¢® +d* > 3bed

¢®+d°®+a®>3cda

d®+a®+b®>3dab

ga ega bo‘lamiz. Bularni go*shib yuborsak, &’ +b° +¢’+d*>abc +bed + cda + dab
kelib chigadi. Isbotlandi.

1) Musbat a,b,c sonlar berilgan. Agar x=max{a,b,c} va y=min{a,b,c} bo‘lsa,
X Y 18abc
y x (a+b+c)@ +b*+c?) pj isbotlang.
ISBOT: Umumiylikkka zarar yetkazmagan holda @=b=c¢ deb olamiz. Bundan
x=a , y=c ekanligi kelib chigadi. Endi, (@—=0)"20 dep glib, a’-2ac+c*>0
a’+c” > 2acekanligini keltirib chigaramiz. Yoki, o‘rta arifmetik va o‘rta
a’ +c?

>ac
geometrik migdorlar orasidagi munosabatlarga ko‘ra, 2 = a’+c’22ac yg

a+b+c

>3/abc
— (a+b+c)’> 27abctengliklar o‘rinli. Bulardan foydalansak,

2 Kyp6on Octanos, Oit6ex Ynamesuu Ilynatos, Anukon AxXmanoBud A3uMoB, «Bompockl HAYKH U 0Opa30BaHMSL,»
Hcnonvzosanue necmanoapmuulix uccie008amenbCekux 3a0ay 6 npoyecce ooyuenusi ceomempuu, T. 1, Ne 13, pp. 120-121,
2018.
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x, y_a c_a+c’ _(a+c’)b 2abc _  5dabc
y X Cc a ac abc (a+b+c)® (a+b+c)
27 ko‘rinishga keladi. Endi
S4abc S 18abc

biz, (@+b+c)’ (a+b+c)@” +b*+c%) pjjshotlasak yetarli bo‘ladi. Bu esa,
3(a° +b*+¢’) = (a+b+¢)° 43 teng. Bu tenglikni soddalashtiramiz:
3a’ +3b” +3c” > ((a+b) +c)* 3a®+3b°+3c® > (a+b)*+2(a+b)c+c?
3a® +3b” +3c® > a” + 2ab + b® + 2ac + 2bc + ¢* 2a® + 2b* + 2¢* > 2ab + 2bc + 2ac
(@® —2ab+b?) + (b* —2bc+c?) +(c* —2ac+a*) >0 (a—b)*+(b—c)*+(c—a)*>0
ga ega bo‘lamiz. Isbotlandi.
2) Musbat %3-% sonlar berilgan, bunda N=2 neN ya

(a1+a2+...+an)(1+i+...+i)S(n+1)2
2 G 2" shartlar o‘rinli bo‘lsa,
max{a, a,,....a,} <4-min{a,, a,,....a} isbotlang.
ISBOT: Umumiylikka zarar yetkazmasdan,
8 <@ <a;<..58,,<8 . m=a . M=3a 4o glishimiz mumkin. Koshi-

Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib,

(n+= )>(a1+a+ +a)(—+i+ +—) (m+a, +.. +M)(M+ai+ +E)>

2
2(F+1+1+ +1+\/72 (\/7+n 2+\/7)<(n+)
M M ni, ya’ni

ni hosil gilamiz. Buni soddalashtirib,

1/m+n—2+‘/M£n+l ‘/ﬂ+1/MS§ m oy M § mJrMSE
M m 2 \M m 2 M m 4 M m 4

4m?-17mM +4M? <0 (4M -m)(M —4m) <0 ga ega bo‘lamiz. M=m dan

ekanligidan, 4M-m=20 po‘lib, M -4m<0 ekanligi kelib chigadi. Bu esa M<4m
demakdir. Isbotlandi.
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